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从()*+,-.和/-01-02*提出的水的微观结构连续模型出发推导了过冷水均质形核结冰概率与过冷水体积、时间
和温度的关系，计算了过冷水均质形核率3计算避免了经典形核理论和密度函数法中对指前因子的求解，计算结果
与实验结果符合较好3
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! 引 言

作为一种常见的液固相变过程，结冰过程得到

了广泛的研究3一般认为［!］，结冰过程可以分为两
个阶段：冰核形成阶段和新相生长阶段3在冰核形成
阶段，过冷水中形成大于临界尺寸的可自发长大的

冰核，这些冰核在新相生长阶段长大成为冰晶3过冷
水中一旦有可自发长大的冰核形成，结冰过程必然

开始3可自发长大的冰核的形成所具有的随机性决
定了结冰发生的随机性3结冰发生的概率等于至少
有一个可自发长大的冰核形成的概率3
形核阶段通常用形核率来描述3然而当结冰过

程被用来储存能量或者需要被避免时，人们最关心

的通常是结冰发生的随机性3结冰发生概率!与形
核率"之间的关系为［!，%］

"# !$!,+
（!%!）， （!）

式中$ 为过冷水的体积，!为时间&
最早计算形核率的理论是经典形核理论（67+8

90)07+*,+:6,-*)07+);-72.，<=/）［!—$］3该理论认为

">’(!-1?（@!)!／*+），!)!为临界核的形核功，

*为玻耳兹曼常数，+为绝对温度，’为指前因子，

(!为系统中单个原子的个数&经典理论提出之后，
许多学者提出了对它的修正，主要的修正方向在于

改进临界核形核功的计算，譬如，扩散界面理论（90A8
A:B-0+)-2A*6-);-72.，5C/）［D—4］将临界核形核功与
临界核与母相液体之间界面的特征厚度联系了起

来3

密 度 函 数 法（9-+B0).A:+6)07+*, E-);79，

5FG）［&，#—!"］是最新发展起来的一种形核理论3该
理论沿用了<=/计算形核率的公式的形式，但从
新的角度计算临界核形核功35FG较好地考虑了温
度偏离平衡相变温度以及临界核表面曲率对临界核

形核功的影响3
迄今为止，形核理论的发展主要在于改进临界

核形核功的计算，但对于指前因子的计算仍然缺少

有效的动力学方法［&］3目前常用的计算指前因子的
方法有两种，一种是假设指前因子等于液体分子扩

散通过液体、临界核界面的速率进行计算，但没有证

据能够证明这种方法的正确性［%，4］3另一种是从实
验测得的形核率数据根据形核理论进行反推，这种

方法得到的指前因子不能用来预测形核率［$］3
形核理论用于计算结冰过程均质形核率时，

H2*+*B.［4］的计算表明，如果不考虑水的结构特性，
则<=/与5C/均不能给出令人满意的结果3如果
根据IJ0+K模型由水的结构特性估算水、冰界面参
数随温度的变化，将其用于计算过程，则5C/的计
算结果与实验数据符合较好，而<=/的计算结果
精度虽然有所提高，但仍不令人满意35FG比较复
杂，尤其应用于液固相变时，需要较复杂形式的密度

函数才能给出较准确的结果3目前尚未见到用于结
冰过程的计算3
从!L世纪末开始，人们开始对水的微观结构进

行研究，提出了各种模型，但目前尚未见从过冷水的

微观结构出发计算结冰过程的均质形核率3本文拟
从过冷水的微观结构模型出发，研究过冷水发生结

冰的随机性，然后计算结冰过程的均质形核率3本文
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计算避免了!"#或$%&对指前因子的求解’

( 模型的建立

最小可自发长大冰核是比临界冰核多一个分子

的冰核’由于任何可自发长大的冰核中必然包含最
小可自发长大冰核，因而过冷水发生结冰的概率等

于过冷水中最小可自发长大冰核出现的概率’
水的微观结构模型主要分为两大类［))，)(］，第一

类是双状态模型（*+,-.*/*01,203）［)4—((］，第二类是
连续模型（5,6*768811,203）［(4—(9］’两类模型都能
够对水的奇异的物理性质作出较为满意的解释，而

且:射线衍射或质子散射技术测量到的水的结构
特性在两种模型中都能够得到体现，因而可以认为

两类模型都能够反映水的微观结构，其差别是由于

着眼的角度不同而造成的’本文研究以水的微观结
构的连续模型为出发点’
连续模型认为水的瞬时微观结构可以描述为由

氢键组成的随机网络，氧原子位于网络的节点上，每

个氧原子最多有;根氢键与之相连’网络无限连通’
网络的结构由于皮秒量级时间内的氢键的弯曲和重

构而不断发生变化’
由于水的结构以及由结构而决定的性质并无时

间效应，一段时间以前的水与一段时间以后的水并

无不同，因而可以认为每次形成的氢键网络的结构

具有独立性，不受之前氢键网络结构的影响’假设某
一次形成的氢键网络中出现最小可自发长大冰核的

概率为!，用"表示系统在一段时间内出现最小可
自发长大冰核的概率，也即系统发生结冰的概率，则

)#"$（)#!）%， （(）
式中%为氢键网络变化的次数’
由于过冷水中形成的氢键与冰中形成的氢键并

无不同，最小可自发长大冰核在连续模型中应表现

为含有分子数与最小可自发长大冰核中的分子数相

同，所有内部分子均与;根氢键相连的球形水分子
集团’
<*/630=和#07>07?/（<#）［(@，(A］建立了一个二维
网格来表示水的微观结构的瞬时拓扑结构，见图)’
<#网格中的节点与实际系统中的氧原子一一对应，
每个节点有;个最邻近节点’假设网格中共有"个
节点，忽略边界效应，则网格共有;"／(个最邻近节
点对，氢键随机地放置在这些节点对的两个节点之

间，任一最邻近节点对被氢键连接起来的概率为&’’

图) <#水的微观结构模型示意图

根据形核理论，在各向同性的系统中，最小可自

发长大冰核的形状为球形’由于<#网格中节点与
实际系统中的氧原子一一对应，因而实际系统中任

一三维形体都与<#网格中某一二维形状相对应，
而且在三维形体中位于表面的氧原子在所对应的二

维形状中对应于位于边界上的节点，在三维形体中

位于内部的氧原子在二维形状中对应于位于内部的

节点’当总氧原子数一定时，球体是三维形体中表面
氧原子数与总氧原子数比值最小的形状，当总节点

数一定时，圆是二维形状中边界节点数与总节点数

比值最小的形状，因而实际系统中的球应对应于二

维<#网格中圆’因而最小可自发长大冰核应对应
于<#网格中含有相同节点数且各最邻近节点均以
氢键相连接的圆，称之为最小可自发长大圆’
将<#网格中含有节点数与最小可自发长大圆

相同的圆称为候选圆’候选圆中未必所有最邻近节
点对均以氢键连接’
由于候选圆的大小远远小于整个网格，因而在

以下讨论忽略网格的边界效应’
假设位于候选圆中某一位置的节点为该候选圆

的代表节点，则<#网格中任一节点能且只能作为
某一个候选圆的代表节点，因而候选圆与<#网格
中的节点一一对应’
将<#网格中的节点按如下规则排序：（)）下面

行上的节点总排在上面行上的节点的前面；（(）同
一行上，左边的节点总排在左边的节点的前面’
将候选圆按其代表节点的顺序排序’假设()为

候选圆)在位于其前面的所有候选圆均不是最小可
自发长大圆的条件下成为最小可自发长大圆的概

率，则
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!!"#!
$

%#!

（!!&%）， （"）

式中$为#$网格中节点总数%由（&）和（"）式可得

!!’# !
$

%#!

（!!&%［ ］）() （’）

当求解候选圆%成为最小可自发长大圆的概率
时，候选圆%前面所有的候选圆均不是最小可自发
长大圆的条件等价于与候选圆%关联且在其前面的
所有候选圆均不是最小可自发长大圆，因而&%与%
无关，即

&%#&#()*+,% （-）
因而（’）式成为

!!’#［（!!&）$］(#./0［$(1*（!!&）］)
（2）

假设*是#$网格中任一远离边界的候选圆%
假设最小可自发长大圆中含有的氢键数目为+，当
没有任何条件时，候选圆*成为最小可自发长大圆
的概率为,+-%显然，前面所有的候选圆均不是最小
可自发长大圆的条件减小了候选圆*成为最小可
自发长大圆的概率，因而

&",+-) （3）
定义集合. 包含所有排在候选圆*之前且与

之关联的候选圆%定义事件/为候选圆*为最小可
自发长大圆，事件-为在集合.中至少有一最小可
自发长大圆存在，用0（1）表示事件1的概率，则

&#0（/／-
—
）#0
（/-
—
）

0（-）#
0（/-
—
）

!!0（-）)
（4）

由于5"0（-）"!，因而

&#0（/-
—
）) （6）

定义集合2包含候选圆*和集合. 中的所有
候选圆)在图!中，集合2包含的所有候选圆的代表
节点恰好为阴影部分所覆盖)定义3$（4!，4&，⋯，

4$）为集合2中候选圆4!，4&，⋯，4$为最小可自发
长大圆但2中其他候选圆均非最小可自发长大圆的
概率，定义5$（4!，4&，⋯，4$）为集合2中候选圆

4!，4&，⋯，4$为最小可自发长大圆的概率)根据概
率计算的容斥原理，有

5!（*）#3!（*）6$
4%!
%.
3&（*，4%!）

6 $
4%!
，4%&

%.
3"（*，4%!，4%&）6⋯

6 $
4%!
，4%&
，⋯，4%$!!

%.
3$（*，4%!，4%&，4%"，

⋯，4%$!!）， （!5）

$
4%!
%.
5&（*，4%!）# $4%!%.

3&（*，4%!）

6& $
4%&
，4%&

%.
3"（*，4%!，4%&）

6" $
4%&
，4%&
，4%&

%.
3’（*，4%!，4%&，4%"）6⋯

6（$!!） $
4%&
，⋯，4%$!!

%.
3$（*，4%!，4%&，4%"，⋯，4%$!!），

（!!）
因而

&#0（/-
—
）

#3!（*）

#5!（*）!$
4%!
%.
3&（*，4%!）

! $
4%!
，4%&

%.
3"（*，4%!，4%&）!⋯

! $
4%!
，4%&
，⋯，4%$!!

%.
3$（*，4%!，4%&，4%"，⋯，4%$!!）!⋯

#5!（*）!$
4%!
%.
5&（*，4%!）6 $

4%!
，4%&

%.
3"（*，4%!，4%&）

6& $
4%!
，4%&
，4%"

%.
3’（*，4%!，4%&，4%"）6⋯

6（$!&） $
4%!
，4%&
，⋯，4%$!!

%.
3$（*，4%!，4%&，4%"，⋯，4%$!!）

#5!（*）!$
4%!
%.
5&（*，4%!）) （!&）

（!5），（!!），（!&）式中4%!，4%&，⋯，4%$分别为. 中任
意但不相同的$个候选圆)（3）和（!&）式分别确定
了&的上、下限值，整理为

5!（*）!$
4%%.
5&（*，4%）"&",+-，（!"）

式中5!（*）和5&（*，4%）可以如下计算：

5!（*）#,+-， （!’）

5&（*，4%）#,7%- ， （!-）
式中7%代表候选圆*和4%中含有的最邻近节点对
的数目)
通常人们对体积或者时间等宏观参数更熟悉，

因而可以将（-）式整理成如下形式：

!!’#./0
5!
55!5

1*（!!&［ ］）， （!2）
式中5 为水的体积，!为时间，55为一个水分子的
体积，!5为氢键网络寿命)
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! 计算过程及结果

!"# 临界冰核半径的计算

形核理论认为

!! "#
"!$／%
!&’
， （#$）

式中!!为临界冰核半径，!$／%为冰核与水之间单位
表面积的界面能，!&’ 为水、冰单位体积自由能差(

!&’ "（!)#*!+）／,%&’， （#(）

式中 !) " !)- ."
*

*-
!/0)*，!+ " !)-／*-

."
*

*-
!/0／*)*，!)，!+，!) 分别为每摩尔水、冰

之间的焓差、熵差以及比热差，*为过冷水的温度，
下标-为平衡状态下的值，,%&’为冰的摩尔体积(
由（#$），（#(）式可以计算过冷水中临界冰核的

半径，计算中所需参数的值列于表#(
表# 计算临界冰核尺寸所需参数表

*-*"$!+#,-

!)-*./#01／%&’

"234*（/+(!("#5(+/$(,6#/78*7#+0/0#6#/7.*"）6#/!9:／

%!

!/0*"/,8//+#7!#"8+.$0*5#$+(,#,.*"78+,!(##6#/7"*!

58+!!/(86#/7,*81／（%&’·-）

!-*/+/"!$1／%"

!$／%／!-*7!+0"(5!+""/6#/7"*7,+#0/6#/7,*"

注：!-为平衡状态下水、冰之间的界面能(

!$／%的值不能由实验测量直接得到，目前文献
中给出的值多是从实验测得的形核率根据某种形核

理论反推得到的，而且各文献中给出的!$／%与温度
之间的关系各不相同(为了能够与其他形核理论的
结果进行比较，本文采用了;<=>=?@［$］从过冷水的微
观结构数据根据AB2>:的模型推导出来的!$／%值(
!/0（*）由用多项式拟合实验测得的水以及冰
的比热［$］得到(冰的密度与温度的关系"234（*）由用
多项式拟合实验测得的各温度下冰的密度［#］得到，

由"234（*）可以计算,%&’（*）(

!"$ !%，!"值的计算

根据文献［"!—"(］，#/随温度变化不明显，可
取为#C?(根据DE的模型［".］，01*#+(7/+//8*(

!"! #上、下限值的计算

由临界冰核半径!!可以计算出临界冰核以及
最小可自发长大冰核中含有的分子数，然后可以计

算最小可自发长大圆的半径以及其中含有的氢键的

数目2，因而+的上限值可以由（#!）式计算得到(
候选圆3与集合) 中任一候选圆4$的相对位

置是确定的，因而候选圆3与候选圆4$中含有的最
邻近节点对的数目，即（#,）式中的%$值可以计算
出来，因而可由（#8），（#,）两式计算（#!）式中+的
下限值(
表"列出计算得到的’&:#/+的上、下限值(

表" ’&:#/+，’&:#/5的上、下限值

*／F
’&:#/+
下限值

’&:#/+
上限值

’&:#/5
下限值

’&:#/5
上限值

"8#+/// 7!0+00/ 7!0+0(0 7,+8.. 7,+8.,

"8/+/// 7!,+8(. 7!,+8(8 7/+0." 7/+0./

"!0+/// 7!#+.8# 7!#+.!( "+((! "+((.

"!(+/// 7"(+!,$ 7"(+!," .+#.$ .+#$"

"!$+/// 7",+,," 7",+,8, (+0$" (+0$0

"!.+/// 7"!+#,( 7"!+#8( ##+!.. ##+!$.

"!,+/// 7"/+.#0 7"/+./8 #!+0/, #!+0"/

"!8+/// 7#(+!(. 7#(+!., #.+#!0 #.+#,0

"!!+/// 7#.+8#( 7#.+!0/ #(+#/. #(+#!8

"!"+/// 7#8+.(" 7#8+.88 #0+(8" #0+(//

"!#+/// 7#!+#80 7#!+/0( "#+!$, "#+8".

"!/+/// 7##+$08 7##+$". ""+$!/ ""+$0(

""0+/// 7#/+,0$ 7#/+,/$ "!+0"( "8+/.$

!"& $与%的上、下限值的计算

表"表明，即使在接近于亚稳均相极限线的温
度上，’&:#/+的上、下限值也都非常接近于零(因而
根据

’2%
+#/
# +
’>（##+（ ））"#，

（#.）式可以写成

##6"4GC#
’#
’/#/（ ）+ ( （#0）

根据（#0）式，可以由+值的上、下限值计算得到（#
76）的上、下限值，再由（#）式可以计算得到形核率

5的上、下限值(表"列出’&:#/5的上、下限值(

8 讨 论

表"表明，在一直到接近于亚稳均相极限线的温
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度上，!"#$%!的上、下限值都非常接近，因而可以以其
上限值或下限值代表其真值而不会造成太大误差"
图&示出本文计算结果与实验结果以及’()

计算结果的比较"图&中，本文计算得到的!"#$%!的
上、下限值不能区分"图&表明，本文的计算结果与
实验结果基本符合"当温度较低时，本文的计算结果
略显正偏差，当温度较高时，本文的计算结果略显负

偏差"本文的计算结果与实验结果的符合程度明显
好于’()"

图& 本文计算的形核率与文献值的比较 曲线$为 *""+和

*,!-".［&］根据实验数据拟合的曲线；曲线&为本文的计算结果

（!"#$%!的上、下限值不能区分）；曲线/为),0"123
［&4］根据实验

数据拟合的曲线；曲线5为’()的计算结果［5］；!为6,#2.等

人［/%］的实验数据；7为6,#2.等人［/%］外推数据；"为829"--和

:"#21;［/$］的实验数据；#为<21-"!=.=［/&］的实验数据；$为>,;;2.
和8"++［//］的实验数据

本文提出的研究过冷水结冰随机性和形核率的

方法其研究路线与’()或者密度函数理论不同"
后两者从过冷水处于热力学亚稳态、系统熵极小或

者密度函数极大出发，由此计算过冷水中临界核的

数目，然后计算临界核再获得一个分子的速率，由此

计算形核率［/］"本文的模型直接从水的微观结构模
型出发求过冷水中出现大于临界尺寸的冰核出现的

概率，认为此概率即等于过冷水发生结冰的概率，然

后由此求得形核率"
在’()或密度函数理论中，由于临界核再获

得一个分子的动力学机制尚不完全明了，因而指前

因子难以准确确定"本文模型中，避免了指前因子的
求解"
作者所见的文献中所提供的过冷水与冰核之间

的界面能数据并不一致，本文所选数据可能具有较

大误差，将会影响到本文模型最终的计算精度"
本文从过冷水微观结构的连续模型出发推导形

核率，也许也可以从双状态模型出发推导形核率"由
过冷水的微观结构推导形核率，其结果与实验的符

合程度应可以作为验证过冷水微观结构模型正确性

的指标之一"

? 结 论

本文从>)提出的水的微观结构模型出发，研
究了过冷水均质形核结冰的随机性，推导出了过冷

水均质形核结冰概率与过冷水体积、时间和温度的

关系，并由此计算了过冷水均质形核率@本文推得的
均质形核率与实验结果符合较好@
本文提出的方法避免了’()或密度函数理论

中对指前因子的求解@
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