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!广西区教育厅科学基金（批准号：%’#&%"$）资助的课题(

研究了用非线性反馈控制混沌)*+,-.系统的方法，经理论分析，给出了反馈控制函数的表达式和混沌控制的
期望结果，理论结果和数值结果一致表明，不同的控制函数可使系统稳定在不同的目标点或不同的周期轨道上(

’())：$!"!；"/&!

# 引 言

非线性系统广泛存在于气象、物理、化学、生物

等各个领域，在一定条件下，非线性系统将导致混

沌，由于在现实生活中，混沌运动往往是有害的，所

以混沌研究一兴起，人们就在探索如何避免或控制

混沌运动问题(
自从#%&0年以来，许多学者都研究了)*+,-.

方程，)*+,-.等十余位作者先后在天气、对流、斜波
等现象及水轮机、发电机、激光器等真实物理系统中

发现，)*+,-.方程可以作为许多现实混沌运动的精
确模型［#］，目前已经提出了许多不同的混沌控制方

法实现了对混沌)*+,-.系统的控制［#—!］，但是大多
数工作是数值实验，没有从理论上给出经控制后系

统的演化结果，也不能将系统稳定在任意的周期轨

道上，特别是稳定在高周期轨道上(本文经理论分析
后给出了控制函数的表达式以及经控制后系统演化

的最终结果，此结果与数值结果一致(

/ 非线性反馈控制下的)*+,-.系统

#%&0年，)*+,-.［&］提出了著名的)*+,-.方程

1!／1"#$（%&!）， （#）

1%／1"#’!&%&!(， （/）

1(／1"#!%&)(* （0）
数值研究结果表明，当$2#$，)2’／0，3"’#/’
时，除在一些’值（’2#$$，#&$，/&$等）的附近外，

)*+,-.系统处于混沌状态［4］，类似文献［#］的做法，
在（#），（/）式右边各加一个控制输入+#，+/，于是得
到一个受控的)*+,-.系统：

1!／1"#$（%&!）,+#， （"5）

1%／1"#’!&%&!(,+/， （"6）

1(／1"#!%&)(* （"7）
根据混沌轨道的遍历性，)*+,-.系统在某时刻会到
达!2-的点上，但不能稳定在该点上，为了稳定在
该点上，所取的控制输入必须满足稳定性条件：1!／

1"21%／1"21(／1"2$，此时可取控制输入

+#2$.，+/2$，
将+#，+/代入（"）式得

$（%&-）,$.#$， （!5）

’-&%&-(#$， （!6）

-%&()#$* （!7）
解方程得.2-8-)’／（-/9)），%2-)’／（-/9)），(
2’-/／（-/9)），为了使系统快速稳定在!2-，%2
-)’／（-/9)），(2’-/／（-/9)）的/点上，在!$-
时刻，取控制输入为

+##& $.（!&-&:;<-（$.））， （&5）

+/#$* （&6）
此时若将（"）式在/点线性化，并求线性化方程的
特征方程的根，可得到三个根，根的实部均为绝对值

较大的负数，说明在负反馈作用下/点为稳定不动
点，所以在负反馈作用下)*+,-.系统会很快达到目
标/点*显然取（&）式的控制输入存在下列不足：
（#）不能控制到)*+,-.系统的三个平衡点上，要做
到这一点，需要将（&）式中的负反馈比例系数改为另
一常数，并去掉:;<-（$.）项*（/）不能控制到)*+,-.
系统混沌区内的任意一点或周期轨道上(
为了控制系统达到!2-#，%2-/这一点上，可

取控制输入为

+##& $.#（!&-#&:;<-（$.#））， （4）
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!!"# $!（%#&!#"#$%（$!））’ （&）
将(’&(，%’&!代入（)）式，并使用稳定性条件得

$(’&(*&!，$!’&!(&!／)*&(*+&!，+’&(&!／)；由
（,）式的控制输入结果可知在负反馈作用下，系统将
很快到达目标点（&(，&!，&(&!／)）’
为了将-./0%1系统控制到任意周期轨道上，可

通过把（2），（&）式中的&(，&!改为周期函数并适当
选取$(，$!来实现，具体做法是：设计一个外部振
荡器，使其能产生正弦周期信号，将这个周期信号与

系统输出信号之差乘以适当的权重因子作为控制输

入，类似前面的讨论得，如选取控制输入为

!("# $(（(#,"#%（!-）#"#$%（$(）），（3）

!!"# $!（%#,4."（!-）#"#$%（$!））’（(5）
其中

$("(’)()!(6,.,4"#%（!-#)7/），

$!"（,6"#%（!-）"#%（!!-））／（!)）#*,"#%（!-）

0,4."（!-）’
系统将稳定在周期轨道上，此周期轨道为

(’,"#%（!-），%’,4."（!-），
+"（,!"#%（!!-））／（!)）’

6 数值研究结果

本文采用四阶龙格1库塔算法对方程组（)）进行
了数值研究，在数值计算中，固定取.’(5，)’&／6，
初值为(（5）’!87，%（5）’*(8&，+（5）’587，*的
取值范围为!&!*!!55，&，&(，&!的取值范围从

*75到75’采用（,）式的控制输入，取不同的*，&
值进行了计算，得到的部分结果如图(，!所示，数值
结果表明，不管*，&取多大，系统都能在!秒左右
到达目标点（&，&)*／（&!+)），*&!／（&!+)））’采用
（2），（&）式的控制输入，取不同的*，&(，&!值进行计
算，得到的部分结果如图6，)所示，数值结果表明对
于不同的*，&(，&!值，系统都能在6秒内达到目标
点（&(，&!，&(&!／)），这些结果与理论结果一致’
采用（3），（(5）式的控制输入，,的取值范围为

585(!,!25，!的取值范围为585(!!!(55，取
不同的*，,，!值进行计算，得到部分结果如图7，

,，2所示，数值结果表明：(）当58)","(时，系统
还能稳定在周期轨道上，但轨道形状和周期与理论

结果大不一样，,接近5时，系统都不能稳定在周期
轨道上，这是由于反馈信号较弱的缘故’!）对于其
他不同*，,，!值，都能在-’!!／!秒内使系统稳
定在周期轨道上，而且周期2’!!／!，与轨道形状
无关’6）在,不太小的情况下，!从585(变化到

(55，在(，%平面内轨道形状由接近圆形过渡到接

近椭圆形’这些结果基本与理论结果一致，不完全一
致的原因可以从图,看出’由图,知，椭圆的半长轴
所在区不在混沌-./0%1系统轨道遍历的主要区域，
因此在这些区域，反馈信号较强，如果这样强的反馈

持续时间长（对应!大），类似于力学中的惯性作
用，-./0%1系统将偏离圆形轨道，这就是为什么!
大时系统会稳定在椭圆轨道上的原因’

图( *’!&，&’65，稳定点（6585，!8)&(7，!283(2）

图! *’!&，&’*!，稳定点（*!85，*!!8)5，(,8&）

图6 *’!&，&(’!585，&!’6585稳定点

（!585，6585，!!785）

图) *’!&，&(’785，&!’*!85稳定点

（785，*!85，*6827）
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图! !"#$，""#%，!"&%’%

图( !"#$，""#%’%，!"&%%

图) !"#$，""&’%，!"&%

* 结 论

本文提出的非线性控制方法，可以有效的控制

+,-./0系统，与其他控制方法比较，本方法具有下
列优点：&）控制过程简单、有效1#）控制范围宽1对
于不同的系统参数，既可以使系统长期稳定在不同

周期轨道上，特别是高周期轨道上，也可以稳定在任

意一点上12）从起点到达目标点或周期轨道所
需的时间很短1更有意义的是：选择不同的控制输
入，可以知道控制结果，这一点无疑具有重要的实用
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