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研究两个非自治混沌系统之间的脉冲同步的实用稳定性，将问题转化为同步误差系统的原点的实用稳定性+
利用脉冲微分方程的相关理论，给出了同步误差系统原点实用稳定的相关判据，并给出了误差范围的理论表达式+
计算机仿真实验的结果验证了理论结果+

!"##：$,!,；!)#,

* 引 言

利用脉冲控制技术控制和同步混沌系统已在保

密通讯［*，)］，数字扩频通讯［"—,］等领域取得了广泛

的应用+在美国，基于脉冲混沌同步的通讯系统已在
不久前申请专利［#］+在美国及日本脉冲混沌同步的
电路系统实验已经完成［(，-］+实验证明，脉冲混沌同
步技术有极好的抗噪性能，并且有极高的讯道效率+
现有的文献均集中于研究自治混沌系统的脉冲同

步，本文将侧重研究非自治混沌系统的脉冲同步及

其稳定性，这将拓宽现有文献［’—*)］中的结论+

) 基本定义及理论

一个非自治混沌系统可由以下方程给出，

!
·
"#（$，!，%（$））， （*）

其中#：!./!&/!’!!& 连续(!"!& 是状态变
量(%：!.!!’ 是外加输入(假设

)（*，!）"!!+$"!*#!（!
,
*）-!（!-*）（)）

是在离散时刻!*的状态变化，并令!*满足

$$!*$!)$⋯$!*$!*,*$⋯，

!*!0当*!0，
那么，对由（*）式给出的混沌系统的脉冲控制，则由
以下方程给出：

!
·
"#（$，!，%（$）），$%!*，

!!")（*，!），$"!*，

!（$,$）"!$，$$&$，*"*，)，⋯
（"）

以下给出文中将要用到的定义(
定义*
令.：!./!&!!.，如果以下条件满足，则.

属于.$类(
*）. 在（!*1*，!*］/!.中连续，并且以下极限
存在：

234
（$，/）!（!,*，!）

.（$，/）".（!,*，!）( （!）

)）.对于!局域5367893:;3<=+
定义)
对于任何（$，!）"（!*1*，!*］/!&，我们定义

0..（$，!）为

0,.（$，!）#234
1!$,
7>6*1
［.（$,1，!,1#（$，!，

%（$）））-.（$，!）］( （,）
定义"：比较系统
令.".$并假设

0,.（$，!）’2（$，.（$，!），3（$））$%!*，

.（$，!,)（*，!））’"*（.（$，!））$"!*，
（#）

其中函数2：!./!./!.!!连续，并且"*：!.!
!.是非减函数(那么以下系统

4
·
"2（$，4，3（$））$%!*，

4（!,*）""*（4（!*））*"*，)，⋯

4（$,$）"4$&$

（(）

是（"）式的比较系统(
定义!
如果一个函数#：!./!&!!.属于函数集

56（!./!&，!.），则#满足的条件为
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!）对任何!!!"，!"!"，" 连续；对任何!!
!"，"左连续#
#）在点!"，"为第一类不连续#
令集合#为

#$｛%!!& $（!，%）#’（!），!$!$｝，（%）
其中$!(［!"&!&，!"］，’（!）是比较系统（’）式
的最大解，有以下定义：

定义(：实用稳定性
对于任意给定的（%，)），%%$，)%$，如果

&*$&’%，并且对于任意给定的%!#，存在一个

!$!!，使得当!$!$时，&*（!）&’) 满足，则系
统（)）式是（%，)）实用稳定的#
令集合+（&）为

+（&）$｛*!!, &*&’&｝， （*）
如果函数’!(［!"，!"］满足’（$）+$并且’（*）
是严格递增的，则’!-#由于研究一阶脉冲微分方
程的稳定性比研究高阶脉冲微分方程的稳定性要容

易，我们用以下引理将高阶问题转化为一阶问题#
引理! （证明见文献［!)］ ,,!页之定理

)-!）
假设

!）.!/(［!"&!"&!"，!"］，对任何（!，0），

.（!，%，0）以 % 为变量非减；对任何（!，%），

.（!，%，0）以0为变量非减#
#）(1非减#
)）给定$’%’)#
.）2!/(［!"&!,，!"］，2（!，*）相对于*局
域/01234056078，并且存在’，)!"，使得

)（&*&）#2（!，*）#’（&*&），
（!，*）!!34+（&），&%)# （!$）

(）对于（!，*）!（!1，!1"!］&+（&），%（!）!#，
下式成立，

532（!，*）#.（!，2（!，*），$（!，%））#（!!）

,）如果*!+（)），则*"6（1，*）!+（&），并
且2（!"1，*"6（1，*））#(1（2（!，*））#
’）’（%）’)（)）#
那么，对于任何%（!）!#，系统（)）式的（%，)）实用
稳定性等价于系统（’）式的（’（%），)（)））实用稳定
性#
在以下定理中，我们将给出一类一阶脉冲微分

方程的稳定性#这类一阶脉冲微分方程将作为本文
中所用到的比较系统#
定理!
令*97:满足

*97:(97:
1);
｛!17!17!｝， （!#）

对于给定的（%，)），%%$，)%$，如果

!）

.（!，8，0）$+83,，+%$，,%$，!"!1，

(1（8）$918，91%$，!$!1，1$!，#，⋯

8（!3$）$8$$$# （!)）

#）

%*
;

1$!
91<+
（!7!$）3（,／+）+

;

:$!
*
;

1$:
91<+
（!7!:）

7<+（!7!:7!）3（,／+）（!7<+*97:）’)，（!.）
则对于任何0（!），系统（!)）式是（%，)）实用稳定#
证明：

（!)）式的解由下式给出：

8（!，!$，8$）$8$*
"

1$!
91<+
（!7!$）3（,／+）+

"

:$!
*
"

1$:

91（<+
（!7!:）7<+（!7!:7!））

3（,／+）（!7<+（!7!"））

’8$*
"

1$!
91<+
（!7!$）3（,／+）+

"

:$!
*
"

1$:

91<+
（!7!:）7<+（!7!:7!）

3（,／+）（!7<+（!7!"）），

!!（!"，!"3!］# （!(）
由于

=09
");
（,／+）（!7<+（!7!"））# （,／+）（!7<+*97:），

（!,）
并且8$’%，我们得到当!);时，8（!，!$，8$）’
)#证毕#

) 混沌系统的脉冲同步

研究以下混沌系统：

*
·
$;7<（*），

;
·
$7-*7.;3/208（0!），

（!’）

其中分段线性函数<（·）由下式给出：

<（*）$=*3!#
（>7=）（ *3!7 *7! ）#

（!%）
这一混沌系统的参数给定为

-$!，.$!#$!(，0$$#’(，

/$$#!(，>$7!#$#，=$7$#((#
相应的混沌吸引子如图!所示#
本文研究单向驱动耦合脉冲同步#在这种同步

方式中，驱动混沌系统将施加同步控制脉冲给被驱

动混沌系统，使得同步误差在事先设定的范围之内#
驱动系统由（!’）式给出，被驱动系统则由下式给出：
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!
·! "#!$%（!!）&!"’，

#
·! "$#!!$$#!(%!"#（&&(’

!）&!"’，

!!（"(’）"!!（"’）(（$$)’）*!（"’）

#!（"(’）"#!（"’）(（$$)’）*#（"’）

)’"%，&""’， （$&）

其中’!是一个随机相位+令同步误差*!’!(!!，*#

’#(#!，由（$)）及（$&）两式得到

*
·
!"*#$［%（!）$%（!!）］&!"’，

*
·
#"$**!$$*#(%［!"#（&&）$!"#（&&(’

!）］

&!"’，

*!（"(’）")’*!（"’）

*#（"(’）")’*#（"’）
)’"%，&""’+ （*%）

图$ 相应的混沌系统的吸引子

定理*
系统（*%）式的（(，,）实用稳定性等价于以下比

较系统的（#*(，,）实用稳定性

-（&，.，/）").(’，)"+,-｛#(0$，

$$$ ｝，’"*% ，&!"’，

*’（.）")’.，)’"%，&""’，’"$，*，⋯

.（&(%）".%%%+ （*$）
证明：

选择./,01#23函数为

1（&，*）" *! ( *# ， （**）
则由于0&2&%有

$［%（!）$%（!!）］!4#（*!）’ 0 *! +
由此得到

3(1（&，*）"*
·
!!4#（*!）(*

·
#!4#（*#）

"*#!4#（*!）$［%（!）$%（!!）］!4#（*!）

$#*!!4#（*#）$$*# (%!4#（*#）［!"#（&&）

$!"#（&&(’!）］

’ 0 *! $$*# (（ *# $#*! ）
·!4#（!）!4#（#）(*%
’（#( 0 ）*!(（$$$）*#(*%
’+,-｛#( 0 ，$$$ ｝1（&，*）(*% +

（*5）
因而有

-（&，.，/）").(’， （*6）
其中)’+,-｛#7 0 ，$($ ｝，’’*% +
因为

1（"(’，*（"(’））")’1（"’，*（"’））， （*8）

有*’（.）’)’+从所周知(!(7(#(% !*7## *+由

*（!*(#*）"*（ ! *( # *）% ! *

(*! # ( # *"（ ! ( # ）* （*9）

得到(!(7(#(’#* !*7## *+因而我们有+（,）’
#*,，-（,）’,+易证引理$所有条件均成立，本定
理得证+
定理5
令)’’)"%，.’"’7$("’"%为两个常数，令

以下条件成立

$）
（$／.）:#（)）()&%+ （*)）

*）

（’／)）$$;
).

$$);). &
,+ （*<）

对于任意给定的("%，同步误差系统的原点是
（(，,）实用稳定的+
证明：令

/（&）"
&$&%［ ］. :#（)）()（&$&%）

"
&$&%［ ］. :#（)）().&$&%［ ］｛ ｝.

()（&$&%）$.
&$&%［ ］｛ ｝.

’
&$&%［ ］.
（:#（)）(.)）(.)+ （*&）

式中［!］表示小于!的最大整数+由于（$／.）:#（)）
7)&%，我们有

:"+
&)=/
（&）"$=， （5%）

因此

:"+
&)=*

4

’"$
);)（&$&%）":"+

&)=
;
&$&%［ ］. :#（)）()（&$&%）

":"+
&)=
;/（&）"%+ （5$）
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由上式得知对于任何!!!，（"#）式的第一项为$!
对于""（"#，"#%"），有

&’(
##!
（#／$）$

#

$%"
%
#

&%$
’)$（"("$）()$

（"("$("）

%（#／$）&’(
##!

"()$% $
#

$%"
%
#

&%$
’)$（"("$）

%（#／$）&’(
##!

"()$% $
#

$%"
%
#

&%$
’)$（"#)"("$）

&（#／$）"()$% &’(
##!$

#

$%"
’$)$$%

%（#／$）"()$%’)$% "
"(’)$%
， （*+）

最后一个等式成立的条件是（"／%）&,（’）%$!$!
由于*$可以为任何有限值，由定理+知比较

系统（’+!，+）实用稳定!其中!!!为任意正数!由
定理"知同步误差系统（+$）式对于任何!!!的正

数（!，+）实用稳定!证毕!

# 计算机仿真实验结果

由图"给定的参数&-"，,-."/$+，可得到$
-&%(,(-+/$+，选择%-$/"-!由（+0）式知’!
).$/+$+)$/1"0$23!选择#-$/"3!初始条件为

（.（$），/（$））-（+，."），（.!（$），/!（$））-（.+，

+）!随机相位差选择为#!-"/+""!实验中选择’-
$/"，则有+)$/$*011"!这表明在本实验中0.和0/
的最大幅度将小于$/$*011"!仿真结果如图+所
示!图+（4）显示了0.（虚线）和0/（实线）的波形，两
条水平的点线显示了定理*给出的误差范围!图中
证实定理*给出的结果是相当精确的!图+（5）和+

（6）分别给出了...!及/./!轨线!由图中可见脉
冲同步是相当稳定的!

图+ 计算机仿真实验结果 （4）同步误差0.（"）及0/（"），（5）...!轨迹图，（6）/./!轨迹图

3 结 论

本文给出了对存在未知外加扰动（输入）的非自

治混沌系统的同步的实用稳定性判据!由于真实物
理系统中未知扰动常难避免，因而本文中的理论分

析将为相关应用提供坚实的基础!
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