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经典的一维台球模型（%’()*+）是一个不连续的哈密顿系统，一种由不连续所导致的新型随机网结构存在于

%’()*+的相空间中，曾对其经典的扩散特性作过深入的探讨,就%’()*+的量子扩散特性作了进一步的讨论，通
过与经典扩散特性的对比，发现了经典扩散特性与量子扩散特性之间存在着一定的联系，而更多的量子系统所特

有的特性也被揭示出来，特别是参数!分别处于区间［#，!／!）和［-!／!，#）上时系统所表现出来的完全不同的演化
特性,

!"##：#./.

% 引 言

在近来的物理学发展中，由于对一类像碰撞等

实际物理问题研究，对不连续的强非线性系统的讨

论已经成为非线性物理学的热点,一些很简单的物
理系统，由于加入了简单的不连续机制，从而产生了

很多奇异的特性,本文所讨论的模型就是一个受约
束的周期撞击转子（)0+），我们曾对其经典动力学
特性进行过讨论［%］，发现了一类由不连续所导致的

新型随机网结构，这引起了我们极大的兴趣，在本文

中讨论该系统的量子动力学扩散特性,

! 一维台球模型（%’()*+）及其经典
扩散特性

%’()*+的哈密顿函数为［%］
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这实际上是一个被约束在#"""!之间的)0+,
式中的#是转子的角动量，$ 是转子的转动惯量，

&是作用强度参数，"是转动的角度，!是外加势场
的入射角，#(（)）是周期为(的#函数序列+在系统
作对称处理并引入无量纲参量,5#(／$，-5&(／

$ 后，可以写出%’()*+的不连续映射方程
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可以看出，当!5#时，系统演变为标准的)0++
在对该模型的研究中最重要的是发现了一类由

不连续所导致的随机网结构，这种随机网结构在产

生的机理以及动力学行为上与传统随机网不同，这

也使得一些传统的手段无法用来分析这种特殊的结

构+由于随机网的存在，使得%’()*+的相空间在
任何参数空间中都是全空间扩散的，对该模型的研

究也就主要着眼于对其统计扩散性质的研究上+
对于经典%’()*+，当-$（#，%）时，数值计算

给出了系统沿,方向的扩散系数为
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函数0#（!）和1（!）的具体数值结果如图%，随着

&!&%!／!，1%.／!，而当&!&%#，1%"／!+0#5
2367!（!），当!$［-!／!，#），3’#:/；当!$（#，!／

!］，3’#:#"$+而当-(-1，利用无规相位假设
［"］，

容易得0（-，!）)-!／!+
鉴于!$［#，!／!）和!$［-!／!，#）两种参数情

形下相空间中随机网结构以及扩散特性上存在的巨

大差异，因而，我们将在参数区间!$［#，!／!）和!
$［-!／!，#）分别讨论%’()*+的量子扩散特性+

" 量子局域化长度和;<3696分布

对于周期驱动系统，=>3>?6等［!］作了详细地研
究，对于这类系统的量子化描述可以在驱动周期内
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图! !"#$%&在不同参数下的经典相空间结构

（’）!()*+，!()*,；（-）!(.)*+，!()*,

采用幺正时间演化算符加以描述，对于!"#$%&可
以表述为

"/（#）$0%1#&/
,／,0%1’234（"/%!）( （+）

为了表述和计算的方便，普朗克常数#已被取为单
位!(这样，量子一维台球模型定义为

$)*!（"）$"/（#）$)（"）( （5）

在能量本征空间中，"/（#）可以表示为
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对于经典!"#$%&模型来说，其动力学特性只决定
于参数!(’#，而其量子动力学特性分别由参数#
和’同时决定(（8）式的半经典极限为’#(23649，’
":，#")(对（;）式的计算说明，（8）式的非零矩阵
元都分布于延对角"))的一个宽度约为,’带子中，
而其他矩阵元按远离对角线的距离指数衰减，这个

特点与$<&演化矩阵的特点非常相似(
为了方便与经典!"#$%&的动力学性质进行

对比，通过将波函数向相干态空间投影，任意波函数

$被构造成显含动量&和坐标"的粗粒化=>41?1

分布函数［@］
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#!〉是相干态波函数，这样我们就可以在相空间中
表示量子态的分布(在能量本征空间中，=>41?1分
布可以很容易表述为
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这里，,／% ’416（+"）是无外场作用时的能量本征函
数，｛#.+〉，+(!，,，⋯｝是波函数#$〉在能量本征
空间中的矢量表述(
一个经典混沌系统所对应的量子系统在长时间

的演化后一般并不会表现为类似经典混沌的扩散，

在演化时间超过一定的时间尺度后，量子系统的扩

散将会受到明显的抑制，这就是所谓的量子局域化，

局域化的程度一般利用量子局域化长度加以定量地

描述(量子局域化长度的定义可以采用不同的定义
方式，在这里，采用时间演化的方式将量子局域化长

度/定义为［+］

/$〈 $
+
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,〉
0
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〈〉0表示对时间0求平均(

+ !"#$%&的量子扩散特性

在经典情形下，当’#&!时，!"#$%&的特性
与$<& 基本是一致的；在量子情形下，当’’#
时，在演化算符的作用下，能级间的跃迁极小，系统

是强烈量子抑制的(所以，在本文中，将主要讨论参
数区间’(［#，!／#］上的量子扩散特性(
我们定义系统在0时刻的能量期望值,（0）为

,（0）$%!,!
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由于约束的存在，系统在边界"()和"(!是
不连续的，在经典的情形下，相空间中的粒子当运动

到边界处，会与弹性挡板发生碰撞，这导致了相空间

中$C&环面的破裂，破裂的程度用参数((,’#
#416（!）#加以表征(破裂后的 $C& 环面构成了

D’693E1结构［+］，在量子情形下，如果D’693E1间的隧
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道尺度小于!，!"#$%&’依然表现为完整的()*环
面!由此我们推断，对于特定的参数!，当"很小时，

+,-(.*的量子特性应该类似于(/*，这样，用于
分析(/*的半经典方法继续适用于+,-(.*，由
此，可以近似地写出这种情形下的量子局域化长度

为［0］

#!1 "／" $! （++）
相反，当"很大时，!"#$%&’间的隧道尺度将远大于

"，波包就会通过这些隧道在有限的时间尺度内作
类似于经典的扩散（即半经典扩散）!在研究+,-
(.*的经典特性时我们已经得到了其经典扩散系
数%23，这样系统在作半经典扩散时的量子局域化
长度应为［0］

#!%23（&，!）／1! （+1）
这样，由（4），（++）和（+1）式很容易得到系统向半经
典扩散转变的临界参数"5为

"5!
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这里(（!）是!的函数，可以看出，"5是$和!的函
数!
我们选取一个初始波函数#6为如下的高斯波

包［7］，

#6（$6，)6）*
%（ ）"

+／8
9’
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1
（$’$6）

1
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这里，（$6，)6）对应于波包在相空间中的中心位置，

波包在$和)方向上分布的宽度分别为 +／1" %和

%／" 1，该波包满足最小不确定性原理：#$#):+1!
我们对高斯波包的长时间演化行为作了计算!在最
初的演化过程中，波包的行为与经典相空间中的单

个粒子的演化类似，当碰到边界后波包会被弹性挡

板反弹回来!经过长时间的演化，波包在相空间中的
分布不断扩散，直到演化的时间大于某个时间尺度

+#后，由于纯粹的量子局域化效应，这种扩散过程
才趋于停止，这时，波包在动量空间中分布的宽度也

就是我们所定义的量子局域化长度!
首先，我们先来看一看系统在区间!$［6，"／1）

上的演化特性!
按照（;）式，我们计算了不同参数下的量子局域

化长度以及波包在不同初始位置下的量子局域化长

度（图1），由图1中的（"）—（2）可以看出，结果与我
们的猜想基本上是吻合的；!很小时，转变参数"5

的值要远大于+／$，所以在整个参数区间"$［$，

+／$］上+,-(.*的量子局域化长度与(/*基本
上是一致的；当!较大时，由计算结果很容易看到

+,-(.*的量子局域化在":"5处发生了转折，"5
与（+4）式符合得很好!

图1 在参数区间"$［$，+／$］，当!取不同参数

时，+,-(.*的量子局域化长度随参数 "／" $的变

化!（"）!:6<6+，$:6<66+；（5）!:6<0，$:
6<6+；（2）!:"／1，$:6<6+!其中的点线为半经典

估计值#: "／" $，点划线为#:6<8=’#1（!）"1

·""$

为了进一步说明系统的量子扩散特性，当"%
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!!时，我们计算了处于基态的波包长时间演化后的
平均"#$%&%分布"结果说明，虽然由于不连续导致
了经典相空间中’()环面的完全破裂，但在量子
系统中，当不连续的程度有限时，波包长时间演化后

的平均"#$%&%分布都集中分布于某些经典’()
环面的附近"当!!!!时，主共振区内的波包被抑
制在主共振区内作类似于准周期的运动；随着扰动

强度!的增大并超过临界值!!处于主共振区内的
波包的演化将突破主共振区，系统的演化特性演变

为半经典扩散"
现在再来看一看系统在区间!"［*!／+，,）上

的演化特性"
对于参数区间!"［*!／+，,），由于不连续所产

生的隐蔽作用，相空间中的双曲不动点（"-!，#-
,）被屏蔽掉了，而椭圆不动点（"-!.!，#-,）残存
了下来，残存下来的椭圆不动点构成了相空间中最

稳定的周期点，随着!$增大直到!$#/，不动点周
围残存下来的规则区域内的’()环面从外向里逐
个破裂直到椭圆不动点消失，而椭圆不动点所在规

则区的尺度近似为

"#$!!
+!%$ ， （01）

我们将这个区域称为次主共振区"在经典情形下，次
主共振区的存在直接导致了023’4)在参数区间

!"［*!／+，,）和!"（,，!／+］上完全不同的动力学
特性，两种情形下的随机网结构存在着明显的差异，

特别是当&!&’!／+时"量子情形下，在次主共振区
内，波包长时间演化后的平均"#$%&%分布类似于经
典’()环面结构（图5），分布的高起位于初始位置
所在的经典’()环面上"当波包的初始位置位于
不动点附近时，我们计算了波包长时间演化的量子

局域化长度（图/），与前一种情形不同的是，在整个
区间!"［$，0／$］内，系统没有出现规则运动向半
经典量子扩散的明显过渡，量子局域化长度远小于

由半经典方法得到的估计值"这个结果说明，经典规
则区内的’()环面对量子系统的扩散依然存在着
强烈地抑制作用"

1 结 论

通过对023’4)量子局域化长度的计算，可以
得出结论，经典的不连续系统在量子情形下，当不连

续的程度有限时，经典下的不连续特性并不能在量

图5 当!-*,67，!-5,，$-,6,0，波包长时间演化
后的平均"#$%&%分布的等高图

图/ 当!"［*!／+，,），023’4)的量子局域化长

度随参数 !／% $的变化 （8）!-*!／+，9-,6,0；

（!）!-*,61，$-,6,0

子情形下明显地表现出来，量子效应会在一定程度

上抹平相空间上的不连续带隙:另外，从我们的计算
可以看出，虽然023’4)演化算符的特性与’;)
极为相似，但是它们在特定参数区间内的量子动力

学特性存在着很大的差异:通过对这类系统的研究，
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我们有可能对不连续系统经典的以及量子的动力学

特性作出更为系统的认识!在本文中，主要从时间演
化的角度讨论了"#$%&’的量子扩散特性，而没有
从本征态及准能量谱的角度更进一步地讨论其动力

学特性，更进一步的工作还有待继续!

我要衷心地感谢我的导师顾雁教授所给予的指导!
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