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用原子力显微镜测定了()衬底，未退火和退火*+,薄膜的表面形貌，为了获得-./图像的多重分形谱，比较
了0种计算局域高度分布概率的方法（相对平均高度的方差、相对平均高度的绝对偏离、以粗糙表面最低点为基准
面、以一定深度为基准面和以薄膜平均底面为基准面）1发现前三种方法在小概率的子集起主要作用时不能很好地
满足标度不变性，后两种方法则能很好地满足标度不变性，其范围可达三个数量级，并且可以对不同样品进行定量

的比较1

$%&&：$000；%!!%2；%’"$

! 引 言

分形具有不依赖于观察尺度的标度不变性，它

已被广泛用于复杂图形和复杂过程的表征1对于一
个分形体，可以用简单的分形维数对它进行描述，但

分形维数与计算的方法有关1主要计算方法有功率
谱法［!］、面积3周长法［"］、结构函数法［#］、变分法［4］、
方差法［0］1-5678)9:［%］分别用面积3周长法、方差法
和结构函数法计算了置于等离子体中的石墨样品的

原子力显微镜（-./）图像的分形维数，结果表明后
两种方法能给出较可信的分形维数，但和已知分形

维数的理论粗糙表面相比，仍有系统的误差1
简单的分形维数对所研究的对象只能作一整体

上的表征，无法体现出更全面更精细的信息，多重分

形可以弥补这一缺陷1;<<和(:=+5<>［?］在扩散限制
凝聚（@;-）团簇周界的生长概率的多重分形中发
现，在小概率的子集起主要作用时（配分函数中的权

重因子!!A!时）不存在标度不变性，并且他们把
标度不变到标度改变的过渡称为“相变”1李华等［’］

用多重分形分析了固体内部和表面二次电子的空间

分布，发现一次电子能量、元素的原子序数等引起的

二次电子空间分布的差别可以用多重分形谱的参数

来表征1他们也发现，小概率子集起主要作用时，多
重分形谱也出现异常1在配分函数和测量尺寸的对
数3对数图上出现两段不同的线性区，而且在小尺寸
范围内出现异常分形谱1(B+CD<E等［&］对激光辐照快
速晶化的F<-5薄膜的电镜图像的多重分形研究中

发现，负!范围内的广义分形维数的误差太大，不
能利用1王兵等［!$］对二维衬底上(,(模型生长的
薄膜表面的研究表明，沉积过程可用多重分形表征，

他们发现在配分函数、测量尺寸的对数3对数图上也
出现非线性现象1;<<等［!!］研究了在三个不同的原
子簇的分形表面上的反应概率的多重分形谱，用它

来表征复杂结构对局域反应概率的影响，他们得出，

用降低噪声方法平滑掉一部分过于偏小的概率，使

多重分形谱宽度有明显减小1我们［!"］在对-G／=3F<
双层膜分形晶化的透射电镜（HI/）图像进行分析
时发现类似现象，即概率不断减小时上述对数3对数
曲线上出现异常，他们提出舍去少量异常小的分布

概率的方法来局部消除异常1
我们以前的工作得出：要得到准确的多重分形

谱，首先需要考察配分函数的标度不变性，即对数3
对数图中配分函数和测量尺度的线性1和简单分数
维类似，多重分形中需要的概率也有不同的确定方

法1本文以*+,薄膜的-./图像为研究对象，对比
了0种多重分形谱的确定方法，并对它们的标度不
变性给出了评价1

" 实 验

*+,薄膜样品是以()［!$$］为衬底，在-JK,"L
!K!的气氛中通过对*+靶进行反应溅射法制备的1
溅射功率为#MN／!$6-，衬底温度为#$$O，样品
厚度约为"$$+6，对其中两个样品进行了’$$O，

!$$$O退火处理，用-PH,2Q,RIS2型原子力显
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图!（"）#$衬底，（%）未退火&’(，（)）*++,退火&’(，（-）!+++,退火&’(的./0图

微镜（./0）、以恒力接触模式测量了薄膜表面的形
貌1图!（"）（%）（)）（-）分别是#$衬底、未退火处理和

*++,，!+++,退火的&’(样品的./0图1

2 多重分形谱的计算

用盒计数法进行多重分形谱的计算，将./0
图按衬底表面或薄膜平均表面划分为许多尺寸为!
（!!!）的小盒子，!"#为第（"，#）个小盒子中薄膜高
度分布概率（如以衬底表面算起它就是粒子的沉积

概率），如薄膜的局域高度分布属于多重分形，则有

!"#（!）"!#， （!）

#一般称为奇异指数，它反映了分形体各个小盒子
尺寸!下高度分布概率随!变化的各个子集的性
质，#愈大，子集的概率愈小（因为!!!）$若把分形
体上以#标记的子集中具有相同概率的盒子数记

为%#（!），一般%#（!）随!的减小而增大，如高度分
布属于多重分形%#（!）可写为

%#（!）"!&’
（#）$ （3）

可以采用统计物理中常用的矩表示法求’（#）(#，定
义)阶配分函数$)（!）后可以得到

$)（!）*"!"#（!）)*!%（)）， （2）
%（)）*4$5［4’$)（!）／4’!］， （6）

即从4’$)（!）(4’!的斜率中得到%（)）曲线$理想的
规则多重分形的4’$)（!）(4’!曲线有严格的线性关
系，而随机多重分形也应该有较好的线性关系，否则

将在)#7!处出现异常$相应地，广义分形维数

+)被定义为

+)*%（)）／（)&!）$ （8）
作下列勒让德变换可得

#*-［%（)）］／-)， （9）
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!（!）"!#$"（#）% （!）
理想规则多重分形的"&#曲线的斜率随#由小到大
而不断减小，如果随机多重分形的"（#）曲线的斜率
先增大后减小，!（!）就会出现异常%多重分形谱

!（!）&!反映了薄膜高度不均匀分布的性质%!（!）&!
一般为钟状和钩状，分形谱的宽度!"#$%!"&’（!!）
反映了概率分布的范围%!!越大，概率分布越不
均匀%

( 结 果

如上所述，求多重分形谱时，首先要计算出概率

分布’()（#），可以有不同的求概率的方法%可以类似
于求粗糙度的方法，以薄膜平均表面为基准，如以下

的方法)）和*）%也可以以薄膜的衬底表面或衬底表
面以上一定高度的面（低于粗糙表面的最低点）作为

基准，如以下的方法+），(）和,）%这里对几种方法进
行了比较，以确定符合标度不变性的方法%
)）以偏离平均高度的方差值求概率

’()"*+()$+** !*+()$+**，
其中+()为第（(，)）个盒内高度，+为所有盒子内的
平均高度%
以)---.退火的/’0样品为例，图*（#）（1）中

画出了相应的2’$#（#）&2’#和"&#曲线%可以看出，

#"-时2’$#（#）随2’#的非线性明显%对#3%,-
的2’$#（#）&2’#作线性拟合，所得该曲线的相关系
数为%-455+6，这表明标度不变性不好%由（6）式可
见，!值可以通过求某一#值处"&#曲线的斜率得

出%从图*（1）所示的"&#曲线上可以看出，#3-两
侧曲线的斜率发生明显变化，##-时"&#的斜率较
小，#"-斜率显著增大%从而使图*（7）上!&!曲线
最高点（对应于#3-）右侧!的间隔较大%另外两个

/’0薄膜样品及8&衬底有类似的结果，它们的多重
分形谱一起表示在图*（7）中9相应的多重分形谱的

参数及方均根:";粗糙度 （%% ［" !（+()$+）*

／（,$)］）
)／
）
*
列于表)中%表中!!-和!!.，分别

被定义为!!-3!-%!（!"&’），!!.3!（!"#$）%!-，!-
是最或然子集所对应的维数（即!&!曲线的最高
点）%
可以看出，!&!曲线不光滑，在!&!曲线最高点

的右侧!有相当大的间隔，另外!&!曲线在!"#$附
近还出现异常%这是由于"&#曲线的斜率在#降低
到一定值时其斜率不再随#的下降而增加，反而有
所减小%表*中以)---.退火/’0样品为例列出了
部分#，"（#），<"／<#数据%可以看出，#降到%,
时，<"／<#由逐渐增加趋势转为逐渐减小趋势，从而
在多重分形谱上表现出!"#$附近的异常%从反映概
率分布不均匀程度的多重分形谱的宽度!!（!!3
!"#$%!"&’）来看，四个样品中衬底的!!最大，不同
温度退火/’0样品的!!没有明显差别%而直接从

=>?图中可以看出，8&衬底表面平整，而对/’0样
品，=>?图随着退火温度的升高，表面愈来愈粗糙
（:";粗糙度愈来愈大）9显然，由这种求概率方法得
到的多重分形谱的宽度不反映表面粗糙程度的

差别9

图* 以偏离平均高度的方差值求概率后得到的（#）)---.退火/’0样品的2’$#（#）&2’#曲线，（1）"&#曲线和（7）三个/’0薄膜样
品及8&衬底的多重分形谱
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表! 图"中多重分形谱的参数

!／#$ "$%# !（"$%#） "$&’ !（"$&’） !!" !!# !"

!((() "!$*+ !$+,! !$-.! ,$-!- !$!,+ ($.-/ ($*0, !$+*.

*(() /$.. !$0,/ !$,(! ,$,0/ !$!-! ($0// ($*./ !$+,(

&1234561%743 +$** !$-*, !$!/+ ,$.++ !$!(+ ($*(, ($*/, !$*/.

8%219: ($*( !$"-( ($-*( .$!0/ !$"/. !$."( ($+(0 "$/!/

表" !((()退火;#<样品的部分%，#，3#／3%数据

% =" =, =. =- =0 =+ =*

# =*$!*+," =!!$0*,,! =!-$!/0!, =!*$+!(/* =""$""-0, ="-$+,//* ="/$"-.(*

3#／3%（"） ,$.((/" ,$./-// ,$-!"*! !$"#$%" !$"#$&" ,$-!.,- ,$-!.!

"）以偏离平均高度的绝对值求概率

&’()*+’(,+*!*+’(,+*$
图,（&）（:）是这种计算方法得到的!((()退火

的;#<样品的>#$%（%）->#%和#-%曲线$可以看出，
这种计算方法使>#$%（%）->#%的线性略有改善，%?
=-(时>#$%（%）->#%的相关系数为=(@//++，表明
标度不变性仍不够好$#-%曲线上（图,（:））%?(两

侧曲线的斜率仍有明显变化$另外两个;#<样品和

8%衬底也有类似的结果，图,（A）是它们的多重分形
谱B相应的多重分形谱参数列于表,中B与方法!）
的结果相比，每一个样品的!"几乎缩小了一半，而
其!-"的形状及相互间的变化趋势与图"（A）十分相
似$!-"最高点右侧相邻"的间隔仍很大，!-"曲线
上"$&’附近的异常也没有消失$四个样品中仍以衬
底的!"为最大，而;#<样品的!"相差不大$

图, 以偏离平均高度的概率后得到的（&）!((()退火;#<样品的>#$%（%）->#%曲线和（:）#-%曲线（A）三个;#<薄膜样品及8%衬底的多
重分形谱

表, 图,中多重分形谱的参数

"$%# !（"$%#） "$&’ !（"$&’） !!" !!# !"

!((() !B*(" !B-", "B+!0 !B!0+ (B.++ (B*,, (B/!.

*(() !B+*! !B.,- "B0.* !B!00 (B-0- (B*,. (B*0+

&1234561%743 !B+-. !B,0. "B0*/ !B!"" (B0,0 (B*+* (B/,-

8%219: !B-./ (B-(, ,B(.- !B"0- !B./+ (B+,- !B./-

,）以粗糙表面最低点的高度+$%#为基准求概率

&’()（+’(,+$%#）!（+’(,+$%#），
其中+$%#是表面最低点的高度$
图.（&）（:）是以!((()退火的;#<样品为例

+-*-期 孙 霞等：;#<薄膜原子力显微镜图像的多重分形谱



图! 以表面最低点的高度为基准求概率得到的（"）#$$$%退火&’(样品的)’!!（"）")’"曲线和（*）#"!曲线，（+）三个&’(薄膜样品
及,-衬底的多重分形谱

表! 图!中多重分形谱的参数

$.-’ #（$.-’） $."/ #（$."/） !#$ !#% !$

#$$$% #&0$$ #&1$2 3&11# $&451 $&206 #&#!! $&61#

4$$% #&406 #&!51 3&526 $&143 $&5!! #&2#4 $&1!$

"789:;<7-=:9 #&0#0 #&516 3&13# $&5!5 $&!22 #&!55 $&6$3

,-87>* #&433 $&116 3&541 $&$1$ #&222 #&0!$ $&61!

用这种方法得到的)’!!（"）")’"和#"! 曲线&从

)’!!（"）")’"曲线可以看出，!!$时的线性有改进，
但!?@5$的)’!!（"）")’"的相关系数为$A0053，
标度不变性仍不够好&这种方法得到的四个样品的
多重分形谱也一起示于图!（+）中&相应的#"$的参
数列于表!中&可以看出，#"$曲线比方法#）和3）中
的#"$光滑些，这是#"!曲线（图!（*））在!?$两侧
的斜率差别有所缩小的缘故&,-衬底的!$也大大
降低，但仍比&’(样品的!$大，不同温度退火的

&’(样品的!$依旧没有明显差异&这就是说多重
分形谱宽度的变化和表面粗糙度的变化还是不

一致&
!）将基准面设在样品统一的深度’B后求概率

()*+（’)*,’B）"（’)*,’B），
其中’B是所选定基准面的高度，不同的样品（包括
衬底）取相同的平均表层厚度&
表层的选择要合理，取得太薄，可能有某些点的

局域高度低于基准面而出现负值&由于所研究的薄
膜样品的高度分布近似高斯分布，以&’(#$$$%退
火样品的5倍的半高半宽作为统一的深度（04’.），

保证所有表面高度都大于’B&从而求出不同的粗糙
表面偏离同一基准面的概率&这种方法相当于将样
品都切出了相同体积&对不同的样品来说，由于所取
表层厚度一样，从而可以实现不同样品（包括衬底）

间的可比性&
图5（"）（*）是这种计算方法所得的#$$$%退火

的&’(样品的)’!!（"）")’"和#"!曲线&与前面三
种方法不同的是，从图5（"）可以看出，)’!!（"）")’"
曲线族的线性很好，!?@5$时)’!!（"）")’"的相
关系数达@$A0000（理想直线的相关系数为@#），因
此这种方法很好地满足标度不变性&相应的#"!曲
线（图5（*））!?$两侧没有明显的斜率上的突变，
从而使图5（+）上#"$曲线较光滑，且由于#"!曲线
的斜率随!的下降单调增加使#"$曲线$."/附近的
异常现象也消失了&另两个&’(样品和,-衬底的多
重分形谱也一起表示在图5（+）中&相应的#"$的参
数列于表5中&比较不同样品的多重分形谱宽度发
现，衬底的!$远小于&’(样品的!$，退火使!$
显著增加，这是与对CDE图的观察是一致的，也与

F.7粗糙度相吻合&这表明由这种求概率方法计算
的多重分形谱的宽度能反映表面粗糙程度的差别&
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图! 统一表层厚度求概率后得到的（"）#$$$%退火&’(样品的)’!!（"）")’"曲线和（*）#"!曲线，（+）三个&’(薄膜样品及,-衬底的
多重分形谱

表! 图!中多重分形谱的参数

$.-’ #（$.-’） $."/ #（$."/） !#$ !#% !$
#$$$% #01222 #033!1 20#4$5 #0$3#3 $0667# $01654 $02756

5$$% #01714 #0#565 20$643 #0$2$4 $05#32 $01413 $0##46

"89:;<=8->;: #01623 #02552 20$67! $01!21 $04##5 #0$74# $0#$22

,-98?* #01112 #0144# 20$$$6 #01575 $0$221 $0$#!2 $0$$#7

图6 以衬底表面为基准面求概率后得到的（"）#$$$%退火&’(样品的)’!!（"）")’"曲线和（*）#"!曲线，（+）三个&’(薄膜样品及,-
衬底的多重分形谱

!）用薄膜平均底面为基准面求概率

&’()*’( !*’(，
其中*’(是第（’，(）个盒子内的高度+对,-衬底也取
和&’(同样深度处（2$$’.）的平面为基准得到@-A0
以#$$$%退火的&’(样品为例，图6（"）（*）是这种
计算方法得到的)’!!（"）")’"和#"!曲线+!BC!$
时)’!!（"）")’"的相关系数为C#D$$$$，表现出很
好的标度不变性+#"!曲线上斜率的差别更小，#"$
曲线（图6（+））光滑+图6（+）中一起画出了三个&’(

样品和,-衬底的多重分形谱，相应的参数列于表6
中+与方法7）相比，每个样品的!$都有所减小，但
相互间变化趋势一样，由这种方法计算出的!$的
变化同样表明了&’(样品的表面比,-衬底粗糙得
多，退火使粗糙度进一步上升+实际上粒子的沉积过
程就是从衬底表面开始生长，这样的&’(表示薄膜的
局域生长概率，因此这种方法所对应的物理图像比

较清晰，这种方法对于不同样品表面粗糙度的比较

也是可行的+
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表! 图!中多重分形谱的参数

!"#$ !（!"#$） !"%& !（!"%&） !!" !!# !!

’((() ’*+!’! ’*,!-. /*(.,’ ’*-/,. (*.-!. (*!0.. (*(+/.

1(() ’*+1’/ ’*.!(, /*(/(! ’*.-(, (*,-+! (*,!+! (*(-+,

%2345672#854 ’*+101 ’*0’’( /*(’1. ’*./+’ (*/1+( (*,0(+ (*(-(0

9#32:; ’*+++1 ’*++!/ /*(((’ ’*++!0 (*((-1 (*((-- (*(((-

. 讨 论

从上面的结果可以看出，前三种求概率的方法

所得的<$"$（#）%<$#在$!(时都不能很好地满足
标度不变性，这是由于盒子尺寸#变小时，决定

"$（#）的小概率不能很好地遵循#的幂函数规律，
即（’）式，从而偏离了标度不变性&我们在文献［’/］
中得出规则多重分形（质量分布不均匀的=%$87>
集）的<$"$（#）%<$#曲线全部是严格线性的，而二维

?@A图像"$（#）偏离了标度不变性，表现在<$"$
（#）%<$#（$"B’）曲线在#下降时偏离线性，开始
斜率减小，后来斜率又增大&其原因是由于图像中含
有一些像素很少的碎片，#下降时’（#）减小过快，
引起"$（#）的异常增大，而随着#的继续下降，只含
有一个像素点的’（#）增多，最小的’（#）不随#的
减小而继续减小，导致"$（#）值偏小&这里的情况类
似，从图/—图,可见$CB.(的曲线的斜率也是
先随#的下降而减小，后来则反过来，看来和二维
图像<$"$（#）%<$#曲线偏离线性的原因是类似的&
这三种求概率的方法的共同点是：求概率’时

所用分母对不同样品是不一样的&表面越粗糙，分母

#$()*B($/，#$()*B($，#（()*B("#$）越大&
因而尽管较为粗糙的表面的$()*B($/，$()*B($，
（()*B("#$）较大，除以分母后得到的概率并不一定
也大&作为例子，在图0中对比地画出了各样品#C
’／.’/时的高度分布曲线+%(和方法’）得到的概率
分布曲线+%,&虽然经高温退火的样品高度分布较
宽（图0（%）），而求得的概率分布却较窄（图0（;）），
这表明用这种方法求概率并不能反映不同粗糙表面

高度分布概率的差别&其他两种方法所得概率变化
趋势与方法’）基本相同&为了消除求概率公式中不
同样品不同分母的影响，在后面两种方法中固定所

有样品的表层的平均厚度，即用粗糙表面下一定深

度的平面作基准，求出局域高度分布的概率，

得到了在三个量级范围内的标度不变性（图.和图

图0 9#衬底、不同温度退火及未退火D$E样品#C’／.’/的
（%）高度分布曲线+%-，（;）偏离平均高度的方差的概率分布曲
线+%,

!）&F>$#>等［’-］，A%<G%#［’,］等统计了+!篇’(./&
012&上发表的分形研究结果后指出，实际得到的分
形的标度不变性绝大部分限于两个量级以内，本实

验方法.）得到的标度不变性已接近三个量级，如果

FHA的分辨率可以进一步提高，（图’的像素数是

.’/I.’/），线性范围预期还可以提高&还需要指出
的是，方法,）、特别是方法.）的多重分形谱的参数
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!!等的绝对值虽然不断减小，但这是由于概率计
算中分母增大的结果，概率的有效数字的位数并没

有减少!
要得到准确的"（!），还需要适当选取求配分函

数"#（#）中的权重因子#!不同的研究中#的取值
范围有很大差别!如李华等［!］所取的#的绝对值最
大到"，#$$等［%%］所用的#的绝对值最大为&’，王
兵等［%’］在对()(模型沉积过程的分析时所用#的
绝对值达%*’!看来，不同的研究对象中#的取值范
围对多重分形谱的影响程度是不同的!显然，#的取
值范围需要有一个标准!实际上同一研究对象，所取

#的范围不同对结果可能有很大影响!如图!是

!’’+退火,-)样品不同#取值时的多重分形谱!
相应的多重分形谱的参数列于表.中!可见当#的
绝对值从"增加到*’时!!增加了&倍，而继续增
加#的绝对值到/’时!!基本上没有变化!由此可
见，#值的范围不能取得太小，否则所得的结果不能
全面反映样品本身的多重分形谱!理论上多重分形
的#值应趋向无限，但其前提是测量尺寸#可以趋
于无限小，实际的#总是有限的!当#的取值越过
一定范围时对计算结果已无显著影响，我们认为可

以用#的绝对值再增大%时!!的变化小于%$作
为#的取值标准!本文就是基于此标准将#的范围
定在0*’和*’之间!此时计算工作量虽然已较大，
但还是可以在微机上进行大量不同条件下的计算!

图! !’’+退火,-)样品不同#取值时的多重分形谱（1）#
20"—"，（3）#20*’—*’，（4）#20/’—/’

表. 图!中多重分形谱的参数

% !56- "（!56-） !517 "（!517） !! !"（!）& !"（!）’

" %!"!8 %!"&9 9!’99 %!"’. ’!’&! ’!’/! ’!’"&

*’ %!"*’ %!%!. 9!’/. %!’9% ’!%%. ’!!%& ’!"."

/’ %!"8" %!%&. 9!’/! ’!"/& ’!%%" ’!!/& %!’&.

总之，我们认为可以利用分形理论借助于多重

分形谱的计算来比较不同薄膜的局域高度分布!文
中列出了多重分形谱计算中*种求概率的方法，认
为前三种方法:-"#（#）(:-#标度不变性不好，而且
在求概率时各自的分母取值不一样，不同样品没有

共同的比较标准，因而不可取；后两种方法在不同样

品间采取了表层体积相同的基准面，:-"#（#）(:-#具
有非常好的标度不变性，其不变性范围达到三个数

量级!

［%］ ;<=<>?5$@ABCDE6FG$@)*+,!，-!./01!2/)3!，!"（%""9），

&8.<
［9］ H<H<=1-D$:3ECI，JK$LE14I1:>$C5$IEMCNO1IGE$，&ED$D<
（LE$$51-，O$PQCER，%"!&），S<%%’<

［&］ T<U<)D$-)*+,!，-!45678,!，##$（%""9），///<
［8］ ;<=<V6::615W，J<T<H$$3$，-!./01!2/)3!，!%（%""&），/98"<
［*］ ;<XE65)*+,!，./01!9):!;)**!，%&（%""&），*.<
［/］ O<Y:5Z[6WI，<=5"+>)<>6)?>)，’((（%""/），99%<
［.］ ;<#$$，\<]<(I1-:$M，./01!9):!;)**!，"#（%"!!），9"8*<
［!］ \<#6，,<;<̂6-F，,<_<VG，./01!9):!，)(#（%""*），%&**8；

./01!9):!，)(’（%""/），%//&%<
［"］ Y<(‘-4K$@)*+,!，./01!9):!，)$"（%""9），8!.<
［%’］ H<V1-F，Q<V1-F，,<_<VG，<8,6@<*+*)2833=!，!"（%""*），

/"<
［%%］ a<X<#$$，(<#<#$$，<=5"+>)<>6)?>)，’*(（%""*），9"8<
［%9］ ,<_<VG，)*+,!，TEC4<;1S1-AaK6-1;C6-I($56-1EC-YIC564

#$[$:aK1E14I$E6@1I6C-，（%""!），%<
［%&］ <̂YE-6E)*+,!，<>6)?>)，*%!（%""!），&"<
［%8］ )<=1:416)*+,!，./01!9):!，+("（%"".），9!%.<
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