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利用 !"（!）李代数讨论了原子相干态中角动量的二阶、四阶和六阶涨落，并在高阶不确定关系基础上提出了
角动量高阶压缩的定义 &研究了原子相干态中角动量涨落的二阶、四阶和六阶压缩情况 &运用这里的定义和方法可
进一步研究更高阶的压缩情况，从而把高阶压缩推广到原子算符的涨落上 &
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- 引 言

随着量子光学研究的深入，其中不少基本概念

的含义得到了扩大和延伸 &相干态是 .(/0123在描写
完全相干的量子化光场时引入的 &现在，相干态的概
念已引伸到其他领域，其中之一就是用于描写集合

原子的态，提出了原子相干态概念（’()*+态）［-］&量
子光学中其他一些概念也在原子态的描写中找到了

对应，如 4)*5 态和 67*52 态，位移算符和转动算符
等 &于是，量子光学中的一些研究课题也延伸到了对
原子态的研究上 &
光场压缩态是继相干态后在量子光学中的又一

重要概念 &现已证明，压缩这种非经典现象不仅仅局
限于对光场振幅分量的涨落，对光场的其他物理量，

如相位［!］，振幅平方［%］，以及其他物理系统中的量，

如原子偶极矩［$］等也存在压缩现象 & 8)9572:7*; 和
<123(=把压缩的定义推广到原子相干态中，提出了
!"（!）（二阶）压缩的定义［,］，并给出了原子相干态
中角动量涨落的（二阶）压缩条件 &
另一方面 >)?@和 A/?92(提出了量子化电磁场

高阶压缩的定义［B］，讨论了压缩态光场中振幅涨落

的高阶压缩 &对于测量相位的高阶涨落也已有了研
究［#］&我们也曾把高阶压缩推广到了其他物理量上，
研究了原子偶极矩涨落的高阶压缩［C］&现在，既然二
阶压缩的概念已由光场态的振幅推广到了原子相干

态的角动量上，那么也就理所当然会提出如何进一

步把原子相干态的二阶压缩推广到高阶的问题 &
本文提出了原子相干态中高阶压缩的定义，讨

论原子相干态中角动量分量的高阶涨落及其高阶压

缩 &为讨论的需要，先总结一下原子相干态及 !"（!）
量子代数的有关公式及概念，然后计算原子相干态

中角动量分量的二阶、四阶和六阶涨落 &给出一般物
理量涨落的高阶压缩定义，并由此建立原子相干态

高阶压缩的定义和条件 &讨论了原子相干态中的二
阶、四阶和六阶压缩，结果发现在原子相干态中角动

量分量的涨落虽然不存在四阶压缩，但除了二阶压

缩以外确实存在六阶压缩 &

! 原子相干态和量子光学中的 !"（!）
群

根据量子力学中的角动量理论，!"（!）群中的
三个生成元 #$，#% 和 #& 满足对易关系：

［#$，#%］D 7#&，［#%，#&］D 7#$，［#&，#$］D 7#%，

（-）
用 #$ 和 #% 构成两个非厄米算符 # E和 # F，它们是角

动量的升算符和降算符

# E D #$ E 7#%，# F D #$ F 7#% & （!）
# E，# F和 #& 满足下列对易关系：

［# F，# E］D F !#&，［#&，# G］D G # G & （%）
总角动量算符 # 由 #! D #!$ E #!% E #!& 定义 & 67*5态定
义为 #! 与 #& 的共同本征态 &记为 H ’，(〉，
#! H ’，(〉D ’（’ E -）H ’，(〉，#& H ’，(〉D ( H ’，(〉，

（$）
’是角动量量子 数 &它可以为零或正的整数或半奇
整数 &量子数 ( 可取值 F ’，F ’ E -，⋯ ’ F -，’ & 67*5
态对应于量子光学的 4)*5态，其基态（对应于真空
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态）! "，# "〉由下式定义：

! # ! "，# "〉$ %， （&）

! ’，! #对 ()*+,态的作用为

! - ! "，#〉$［ "（ " ’ .）# #（# - .）］./0 ! "，# - .〉，
（1）

这类似于量子光学中的产生算符和湮没算符对 234
*+态的作用 5
定义转动算符 $!，"（角位移算符），表示在角动

量空间中绕轴（6)7#，# *36#，%）旋转!，
$!，# $ ,89［# )!（!% 6)7# # !& *36#）］

$ ,89（$! ’ #$
! ! #）， （:）

其中$$ ./0!,89（ # )#）5算符 $!，#是幺正的，它对应
于量子光学中的位移算符 ’（%）5正如相干态 !%〉定
义为位移算符对真空态作用的结果一样，原子相干

态 !!，#〉定义为角位移算符 $!，#对基态 ! "，# "〉作
用的结果 5

!!，#〉$ $!，# ! "，# "〉5 （;）
为了计算角动量分量 !% 和 !& 在原子相干态中的平
均值，需要下列变换关系：

$ ’ !%$ $&. ! ’ ’&!. ! # #’. !(，

$ ’ !&$ $ )（#&0 ! ’ ’&!0 ! #）#’0 !(， （<）
其中

&( $ ./0［*360（!/0）’（# .）(6)70（!/0）,89（# )0!）］，
（( $ .，0）， （.%=）

’. $ *36#6)7!，’0 $ 6)7#6)7!， （.%>）

!&( ! 0 $ ./?（. #’
0
(）5 （..）

@ 原子相干态中角动量的涨落

利用（.）与（0）式可以进一步得到
!#
( !)’ $ !)’（!( ’ )）#，!)# !#

( $（!( ’ )）#!)# 5
（.0）

由（&）式可知，)"% 时，!#
( !)’，!)# !#

(，!)’ !#
( 和 !#

( !)#
在基态 ! "，# "〉中的平均值都为 % 5进一步考虑一个
由 ! ’，! # 和 !( 及其幂构成的算符多项式 *（ ! ’，

! #，!(），如果其中每一项中 ! ’，! #和 !( 的乘积都
按 !+’ !#

( !)#的次序排列 5我们称之为角动量算符中
的正规序排列 5根据（1），（.0）和（&）式，可得到

〈 "，# " ! !+’ !#
( !)# ! "，# "〉$（# "）#)+，)，%，

（.@）
于是，计算 *（! ’，! #，!(）在 ! "，# "〉中的平均值时

可用对易关系先展开成正规序形式，只保留对平均

值有贡献的纯 !( 项 5 !## !)’ 在作正规序展开时只有

# $ ) 情况中才出现纯 !( 项，即

〈 "，# " ! !## !)’ ! "，# "〉$ （0 "）！)！（0 " # )）！)#，) 5

（.?）
根据 $!，#的幺正性和（<）式，!

,
% 和 !,

& 在原子相

干态中的平均值是

〈!，# ! !,
% !!，#〉$〈 "，# " ! $ ’ !,

%$ ! "，# "〉

$〈 "，# " !（&. ! ’ ’&!. ! #

#’. !(）, ! "，# "〉， （.&=）

〈!，# ! !,
& !!，#〉$〈 "，# " ! $ ’ !,

&$ ! "，# "〉

$〈 "，# " !［)（#&0 ! ’ ’&!0 ! #）

#’0 !(］, ! "，# "〉5 （.&>）

对 , $ .—1，得到下列结果：

〈!，# ! !% !!，#〉$ "’.，

〈!，# ! !0% !!，#〉$ "0’
0
. ’ 0" !&. !0，

〈!，# ! !@% !!，#〉$ "@’
@
. ’ 0"（@" # .）’. !&. !0，

〈!，# ! !?% !!，#〉$ "?’
?
. ’ 0"（1"0 # ?" ’ .）’

0
. !&. !0

’ ?"（@" # .）!&. !?，
〈!，# ! !&% !!，#〉$ "&’

&
. ’ 0"（.%"@ # .%"0

’ &" # .）’
@
. !&. !0 ’ ?"（.&"0

# .&" ’ ?）’. !&. !?，
〈!，# ! !1% !!，#〉$ "1’

1
. ’ 0"（.&"? # 0%"@

’ .&"0 # 1" ’ .）’
?
. !&. !0

’ ?"（?&"@ # :&"0 ’ ?<" # ..）

·’
0
. !&. !? ’ ;"（.&"0

# .&" ’ ?）!&. !1 5 （.1）

由此可得，在原子相干态中的二，四和六阶涨落：

〈!，" !（"!%）0 !!，#〉$ 0 " !&. ! 0， （.:=）

〈!，" !（"!%）? !!，#〉$ 0 " !&. ! 0［’0
. ’ 0（@ " # .）

·!&. ! 0］， （.:>）

〈!，" !（"!%）1 !!，#〉$ 0 " !&. ! 0［’?
.

’ 0（0& " # ..）’
0
. !&. ! 0

’ ?（.& "0 # .& " ’ ?）

·!&. ! ?］5 （.:*）

对 !& 的平均值和涨落，只需将（.1）式和（.:）式
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中的!! 和"! 用!" 和"" 代替即可 #在图 !—$中用
极坐标表示了不同的#值时 !" 的二，四和六阶涨落

与$的关系 #图中只画了第一象限的情况，其他象
限中的情况可以以极轴为对称得出 #从图中可以看
出，这些涨落随量子数 # 增加而增加 # # % &时各阶涨
落为 &；#% &时，各阶涨落与$无关 #

图 ! 原子相干态中 !" 的二阶涨落（ # % !，# % &’，!(’，$&’，)(’，

*&’，+(’和 ,&’）

) 原子相干态中角动量涨落的高阶压
缩

-./0123145和 67289:把二阶压缩的定义从玻色
代数推广到了一般的李代数的情况，给出了李代数

意义下的二阶压缩的定义［(］#对于一组力学量 $%，

$# 和 $&，构成了李代数［$%，$#］% ’&
%，#$&（’&

%，#是一个

结构常数），那么在态 ;%〉中，$%，$# 满足不确定关

系，

〈（!$%）
"〉
%
〈（!$#）

"〉
% ! !<) ; ’&

%，#〈$&〉% ; " #
（!=）

李代数中的二阶压缩定义是 $% 的涨落小于量子力

学涨落的平均不确定量 !<" ; ’&
%，#〈$&〉% ; #这平均不

确定量构成了力学量 $% 在态 ;%〉中的基础量子涨
落，也是 $% 涨落的经典极限，把这样一个定义用于

原子相干态中，-./0123145 和 67289: 给出了角动量
涨落的二阶压缩条件

〈（!!"）
"〉> !<" ;〈!(〉; # （!,）

在这里，我们要进一步把李代数中的二阶压缩

定义推广到高阶 #根据我们曾经得到的高阶不确定
关系［,］，$% 和 $# 满足的 ) 阶不确定关系为

〈（!$%）
)〉
%
〈（!$#）

)〉
%

! !<) ;〈［（!$%）
)<"，（!$#）

)<"］〉
% ; "， （"&）

图 " 原子相干态中 !" 的四阶涨落（?）# % !<"，（7）# % !，（4）# % "；

#% &’，$&’，)(’，*&’和 ,&’

) % "时就回复到（!=）式 #（"&）式右边给出了 ) 阶
平均不确定量（记为 *（)）

%
）：

*（)）
% % !<" ;〈［（!$%）

)<"，（!$#）
)<"］〉

% ; #（"!）
它是一个与态有关的量，构成了态 ;%〉中 $% 或$# 的

) 阶基础量子涨落 #于是，与（!,）式对应，李代数中
) 阶压缩定义是
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图 ! 原子相干态中 !" 的六阶涨落（"）# # $%&，（’）# # $，（(）# # &；

!# )*，!)*，+,*，-)*和 .)*

〈（!$%）
&〉
"

/ ’（&）
" 0 （&&）

为了计算角动量分量 !"，!( 在原子相干态中的

&阶平均不确定量 $%& 1〈［（!!"）&%&，（!!(）&%&］〉1，先

要计算对易子［ !)
"，!*

(］在原子相干态中的平均值，

对 )，* # $，&和 !，有

〈［!"，!(］〉# 2 + %#34（#$#!& ），

〈［!&
"，!(］〉# 2 + %#（& # 2 $）$$34（#$#!& ），

〈［!"，!&
(］〉# 2 + %#（& # 2 $）$&34（#$#!& ），

〈［!&
"，!&

(］〉# 2 + %#（& # 2 $）［（& # 2 $）$$$&34（#$#!& ）

2 &56（#&
$#!&

& ）］，

〈［!!
"，!(］〉# 2 + %#［（! #& 2 ! # 7 $）$

&
$

7 &（! # 2 $）1#$ 1 &］34（#$#!& ），

〈［!"，!!
(］〉# 2 + %#［（! #& 2 ! # 7 $）$

&
&

7 &（! # 2 $）1#& 1 &］34（#$#!& ），

〈［!!
"，!&

(］〉# 2 + %#（& # 2 $）｛［（! #& 2 ! # 7 $）$
&
$

7 &（! # 2 $）1#$ 1 &］$&34（#$#!& ）

2 -（ # 2 $）$$ 56（#&
$#!&

& ）｝，

〈［!&
"，!!

(］〉# 2 + %#（& # 2 $）｛［（! #& 2 ! # 7 $）$
&
&

7 &（! # 2 $）1#& 1 &］$$34（#$#!& ）

2 -（ # 2 $）$& 56（#&
$#!&

& ）｝，

〈［!!
"，!!

(］〉# 2 + %#｛［（! #& 2 ! # 7 $）&$
&
$$

&
&

7 +（! # 2 $）& 1#$ 1 & 1#& 1 &

7 &（! # 2 $）（! #& 2 ! # 7 $）（$
&
$ 1#& 1 &

7$
&
& 1#$ 1 &）］34（#$#!& ）

2 $8（& # 2 $）（ # 2 $）&$$$& 56（#&
$#!&

& ）

2 $&（ # 2 $）（& # 2 $）34（#!
$#!!

& ）｝0（&!）

由（&!）式，得到原子相干态中 !"，!( 的 & 阶平均不

确定量（& # &，+，-）为

’（&） # & # 1 34（#$#!& ）1， （&+"）

’（+） # & # 1$$$&34（#$#!& ）2 &（& # 2 $）

·56（#&
$#!&

& ）1， （&+’）

’（-） # & # 1 $&（ # 2 $）（& # 2 $）34（#!
$#!!

& ）

7 $8（& # 2 $）$$$& 56（#&
$#!&

& ）

2［$
&
$$

&
& 7 &（! # 2 $）（$

&
$ 1#& 1 &

7$
&
& 1#$ 1 &）7 +（! # 2 $）& 1#$ 1 & 1#& 1 &］
·34（#$#!& ）1 0 （&+(）

在原子相干态中 !"（!( 也一样）的 & 阶压缩条件是

〈（!!"）&〉/ $%& 1〈［（!!"）&%&，（!!(）&%&］〉1 0
（&,）

为了描写 !" 的& 阶涨落的压缩程度，并用极坐标表

示，定义一个压缩参量

+（&）
" "〈（!!"）&〉

$
& 〈［（!!"）&%&，（!!(）&%&］〉，

（&-）

$-)$-期 董传华：原子相干态中角动量的高阶涨落及高阶压缩

Absent Image
File: 0



!（"）
# ! "#压缩条件（$%）式可改写为 " & !（"）

# & ’#
!（"）

# 越小，表明压缩程度越大 #
对于二阶压缩参量

!（$）# ( )!’ ) $ * ) +,（!’!!$ ）)
(（’ - ./0$"12.$#）) .,1" )， （$34）

!（$）$ ( )!$ ) $ * ) +,（!’!!$ ）)
(（’ - ./0$"./0$#）) .,1" ) # （$35）

这二阶压缩参量与量子数 % 无关 #二阶压缩的条件
可以写成

./0$" & 12.$#*12.6#（对 &#），

./0$" & - 12.$#*./06#（对 &$）# （$7）
图 6中用极坐标表示了不同"时 !（$）# 与#的关

系，其中只画了 ""#"8"9部分，其他部分由对极轴
的对称性考虑得出 #对 &#，二阶压缩只可能发生在

- 6%9 &# & 6%9及 ’:%9 &# & $$%9；对 &$，二阶压缩只

可能发生在 6%9 &# & ’:%9及 $$%9 &# & :’%9 #随着"
的增加，能发生二阶压缩的#取值范围减小 #

图 6 原子相干态中 &# 的二阶压缩参量 !（$）#（与 % 无关，"( "9，

’%9，:"9，6%9，;"9和 8"9）

对高阶压缩，压缩参量是与角动量量子数 % 有
关的 #我们考虑 % ( ’*$，’和 $的情况中 &# 涨落的四

阶和六阶压缩情况 #计算分析表明不存在四阶压缩，
但在适当参数条件下可以存在六阶压缩 #图 %表明
不同"值下，六阶压缩参量与#的关系，其中只画
了 "9"#"8"9的部分，其余部分可由对极轴的对称
性得出 #图中表明，% ( ’*$时，&# 可以在一定的#范
围内获得明显的六阶压缩 # % ( ’和 % ( $时，只在当

"为适当值（例如 ;"9）和#接近 "和!时才表现出
六阶压缩，而且压缩程度较弱 #
总之，在这里高阶压缩的定义被推广到了李代

图 % 原子相干态中 &# 的六阶压缩参量 !（;）#（" ( "9，:"9，6%9和

;"9；（4）% ( ’*$，（5）% ( ’，（1）% ( $）

数意义下，提出了原子相干态中角动量涨落的高阶

压缩的定义（ !’（$）高阶压缩）#由此说明了不仅二
阶压缩这种非经典性质存在于光场以外的其他物理

系统中，而且高阶压缩也可在其他物理系统中存在 #
这里讨论的角动量和以前讨论过的偶极矩［7］就是例

子 # <20=和 >40?,@的高阶压缩定义是针对量子化电
磁场提出的，而这里的高阶压缩定义是建立在不确

$;"’ 物 理 学 报 %"卷
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定关系基础上的，因此是一个普遍适用的定义，可以

用于不少非经典态中物理量涨落高阶压缩的研究

上 !

［"］ #! $! %&’(()*，+&*( ,-.&/’01，!"#$ ! %&’ !，!"（"234），44"" !
［4］ %! 5! 6*71-089-&:-0，;! <.=’>，?! @! A0*B)/，!"#$ ! %&’ !，!##
（"22"），3CD3!

［E］ FG&> H*77’&I，!"#$ ! %&’ !，!$"（"2J3），E32C !
［D］ $’)*&G KG1&’’0，F!L! A! MG=N，!"#$ ! %&’ !，!#"（"224），D"C" !
［O］ A!6-:>*’P*(=，Q!H! +R’&7I，( ! )*+ ! ,-. ! /0 !，%&（"2JO），DOJ!

［C］ ,!A!H-0B，@!FG0:’7，!"#$ ! %&’ !，!$&（"2JO），23D!
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ECU"C期 董传华：原子相干态中角动量的高阶涨落及高阶压缩


