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在坐标表象中严格求解自旋为 )*"的 +,-./,00123.04-方程，导出了自旋为 )*"的场（ ! " %）的相对论性方程
和动量表象波函数 5
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! 引 言
自旋为 )*"的场的相对论性波动方程及其解在

理论和应用上都具有相当重要的地位 5 在理论上，
自旋为 )*"的场的相对论理论是自旋为任意半整数
场的相对论性理论的基础；在应用上，许多高能物理

过程的振幅分析依赖于这类场的动量表象波函

数［!］，另一方面，自旋为 )*"的粒子的相对论性波函
数对于在原子结构计算中深入考虑核与电子之间的

相互作用有重要应用 5
尽管在 :3-,; 和 <34-= 等［"—7］工作的基础上，

+,-./,00和 23.04-［)］早就系统地给出了任意自旋的
相对论性波动方程，但是可以说，只是对自旋为!"、
!、#"的体系有严格系统的求解过程（例如，见 >,?,/
的论文［@］）5 最近，我们提供了一种在动量表象中构
造自旋为整数的相对论性波函数的方案［’，&］5 通过
进一步的研究，本文将严格求解自旋为 )*"的 +,-.1
/,00123.04-方程，在坐标表象中，给出自旋为 )*"的
场的相对论性波动方程和动量表象波函数 5

" +,-./,00123.04-方程之解
自旋为 )*"的 +,-./,00123.04- 方程为［)］

（ *$ A !）!!B"!B#$%&（"）C %， （!,）

（ *$ A !）##B"!#B$%&（"）C %， （!D）

（ *$ A !）$$B"!#$B%&（"）C %， （!;）
（ *$ A !）%%B"!#$%B&（"）C %， （!E）

（ *$ A !）&&B"!#$%&B（"）C %， （!4）

其中"!#$%&（"）为 )阶全对称多重旋量波函数 5 为了
便于在坐标表象中进行求解，我们借鉴求解自旋为

"的 +,-./,00123.04- 方程的方法［&］5 例如，自旋为 "
的 +,-./,00123.04- 方程为［)］

（ *$ A !）!!B"!B#$%（"）C %， （",）

（ *$ A !）##B"!#B$%（"）C %， （"D）

（ *$ A !）$$B"!#$B%（"）C %， （";）

（ *$ A !）%%B"!#$%B（"）C %， （"E）
其中"!#$%（"）为 7阶全对称多重旋量波函数，按文
献［&］，它的解为

"!#$%（"）C 3/’(! # A)*!(!
#$*( )! !#

· 3/’(" # A)*"("
#$*( )" $%

$(!("（"），（$）

其中 # C’"’7为电荷共扼矩阵；’*#和)*(#为对称
矩阵；$(!("（"）为二阶张量场，满足下列方程：

$ F !( )" $(!("（"）C %， （7,）

$(! $
(!("（"）C %， （7D）

$(" $
(!("（"）C %， （7;）

$((（"）C %， （7E）
$(!("（"）C $("(!（"）5 （74）
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由于方程（!"）—（!#）与方程（$"）—（$#）关于旋量指
标!"#$所满足的 %&’"(方程相同，并且%!"#$&（ !）关
于旋量指标!"#$是对称的，所以采用与推导（)）和
（*）式完全相同的步骤，可得到

%!"#$&（!）+ &,’(!
" -)*!(!

"!*( )! !"

· &,’($
" -)*$($

"!*( )$ #$%
(!($
&
（!），（.）

其中%(!($
&
（!）为二阶张量/旋量，满足下列方程：

! 0 #( )$ %(!($
&
（!）+ 1， （2"）

!(!%
(!($
&
（!）+ 1， （23）

!($%
(!($
&
（!）+ 1， （2(）

%((&（!）+ 1， （2#）

%(!($
&
（!）+ %($(!

&
（!）4 （25）

由于%(!($
&
（!）关于指标&满足 %&’"(方程，将（.）式

代入（!5）式得到
&,’(!

" -)*!(!
"!*( )! !"

&,’($
" -)*$($

"!*( )$ #$

·（ 6! - #）&&7%
(!($
&7
（!）+ 1，

利用’矩阵的独立性，上式给出
（ 6! - #）&&7%

(!($
&7
（!）+ 14 （28）

另一方面，（.）式等号右边关于旋量指标!"#$是对
称的 4 为保证%!"#$&（!）关于旋量指标!"#$&是全对
称的，我们进一步要求（.）式等号右边关于旋量指标

#$&也是对称的 4 为此，我们要求（.）式中的因子
&,’($

" -)*$($
"!*( )$ #$%

(!($
&
（ !）与所有反对称 %&/

’"(矩阵，即 " 0 !，" 0 !’.，" 0 !’.’+，关于指标$&的
收缩为零，亦即

&,’($
" -)*$($

"!*( )$ #$%
(!($
&
（!）（" 0!）$& + 1，（9"）

&,’($
" -)*$($

"!*( )$ #$%
(!($
&
（!）（" 0!’.）$& + 1，

（93）
&,’($

" -)*$($
"!*( )$ #$%

(!($
&
（!）（" 0!’.’+）$& + 14

（9(）
展开（9）式，利用’矩阵的乘法公式将每一等式左
边化为’矩阵的线性组合，并注意利用（23）—（25）
式，可分别得到（以下按惯例在场方程中隐去旋量指

标&）

’($
（ 6! - #）%(!($（!）+ 1， （:"）

0 $#’(%(($（!）-’($
（ 6! - #）%(!($（!）+ 1，

（:3）
（ 6! - #）%(!($（!）+ 14 （:(）

由（28）式可知，（:"）和（:(）式为恒等式，而（:3）式等

号左端后一项为零，但前一项给出

’(%(($（!）+ 1， （2;）
综合以上结果，我们得到自旋为 .6$ 的 <"’;,"==/
>&;=5’方程的解为

%!"#$&（!）+ &,’(!
" -)*!(!

"!*( )! !"

· &,’($
" -)*$($

"!*( )$ #$%
(!($
&
（!），（?）

其中%(!($
&
（!）满足下列方程（隐去旋量指标）：

! 0 #( )$ %(!($（!）+ 1， （!1"）

!(!%
(!($（!）+ 1， （!13）

!($%
(!($（!）+ 1， （!1(）

%((（!）+ 1， （!1#）

%(!($（!）+ %($(!（!）， （!15）
（ 6! - #）%(!($（!）+ 1， （!18）

’(%(($（!）+ 14 （!1;）

) 自旋为 .6$的场的平面波展开

下面根据场方程（!1），将 %(!($（ !）作平面波
展开

%(!($（!）+"#* $
（$"）*

5&$!%(!($（$）， （!!）

代入方程（!1"）式得到
$$ - #( )$ %(!($（$）+ 14 （!$）

按照博格留波夫方法［?］，利用 !#（ !）+ 1，可将满足
上式的%(!($（$）写作

%(!($（$）+# $$ - #( )$ %(!($（$）

+ !
$& #
（& 0 $1）-#（& - $1[ ]）

·%(!($（$）， （!)）

其中 & + !$ - ## $ 4 将（!)）式代入（!!）式并对 $1

进行积分可得到

%(!($（!）+"#) $
（$"）*

!
$ [& 5&!·"0 &&’%(!($（!，&）

- 50&!·"- &&’%(!($（0 !，0 & ]） 4（!*）

过渡到分立形式，并作符号简化，得到

%(!($（!）+ !
#($[

!
)(!($（!）5&$! - *(!($（!）50&$! ]），

（!.）
其中 )(!($（!）和 *(!($（ !）分别对应于正能解和负能
解，( 是归一化体积 4
将（!.）式代入（!13）—（!15）式可得到
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!!!
"!!!"（!）# $，

!!!
#!!!"（!）# ${ ，

!!"
"!!!"（!）# $，

!!"
#!!!"（!）# ${ ，

（!%&）

"!!（!）# $， #!!（!）# $， （!%’）
"!!!"（!）# "!"!!（!）， #!!!"（!）# #!"!!（!）(

（!%)）
因为 !"$"#（!）# $，方程（!%&）之解为

"!!!"（!）# $!!
#!
（!）$!"

#"
（!）"#!#"
（!）

（#!，#" # !，$，* !）， （!+&）
#!!!"（!）#!$!!

#!
（"!）!$!"

#"
（!）# ,

#!#"
（!），（!+’）

其中 "#!#"
（!）和 # ,

#!#"
（!）待定，$!#（!）为自旋为 !的

螺旋度算符 "· !
- ! -的本征态，本征值为# # !，$，

* !，即

$!,!（!）#
!
#"

* )./$)./% , 0/01%
* )./$/01% * 0)./%

/01$











$

，

$!$（!）#

（% 2&）/01$)./%
（% 2&）/01$/01%
（% 2&）)./$
0 - ! - 2











&

， （!3&）

$!*!（!）#
!
#"

)./$)./% , 0/01%
)./$/01% * 0)./%

* /01$











$

( （!3’）

这里$，%是 ! 的方位角，而

!$!#（!）# ’!" $"#（!( )）$，’!" # 40&5｛!，!，!，* !｝(
（!6）

在静止系中，! # $，% # &，上式简化为

$!,!（$）#
!
#"

* !
* 0













$
$

， $!$（$）#













$
$
!
$

，

$!*!（$）#
!
#"

* !
* 0













$
$

( （"$）

它们是 () 的本征态，本征值依次为 !，$，* !( $!#（!）
和 $!#（$）之间存在如下洛沦兹变换关系：

$!#（!）# *!!7 $!7#（$）（# # !，$，* !）( （"!）
此处，

* # 8*0(9%8*0("$8&+9 （):& # % 2&，/:& # - ! - 2&）
（""）

是先沿 ) 轴推动（;../<）再转动到 ! 方向的洛沦兹
变换，其显式为

* #

)./$)./% * /01% （%2&）/01$)./% * 0!! 2&
)./$/01% )./% （%2&）/01$/01% * 0!" 2&

* /01$ $ （%2&）)./$ * 0!9 2&
$ $ 0 - ! - 2& %2











&

(

（"9）
将（!+）式代回方程（!%’）得到

$!#!
（!）$!#"
（!）"#!#"
（!）# $， （"=&）

!$!#!
（!）!$!#"
（!）# ,

#!#"
（!）# $( （"=’）

利用（"!）式，并注意到 *!!! *!!" #!!!!"
，可将（"=）式改

写作

$!#!
（$）$!#"
（$）"#!#"
（!）# $， （">&）

!$!#!
（$）!$!#"
（$）# ,

#!#"
（!）# $( （">’）

先讨论方程（">&）式 ( "#!#"
（ !）只与两个磁量子数

（#!，#" # !，$，* !）有关，联系到两个自旋为 !的角
动量耦合的 ?@系数，可将 "#!#"

（!）一般地表示为

"#!#"
（!）#%

&
〈!，#!；!，#" - !，!，"，&〉""&（!）

,%
&7
〈!，#!；!，#" - !，!，!，&7〉"!&7（!）

,〈!，#!；!，#" - !，!，$，$〉"$$（!）

（& # "，!，$，* !，* "；&7 # !，$，* !），
（"%）

其中〈(!，#!；("，#" - (!，("，(，&〉是两个自旋为 !
的角动量 "! 与 "" 耦合为总角动量 " # "! , ""（ (
# "，!，$）的 ?@系数 ( 令

$!!!"
"&（$）#%

#!#"

$!!
#!
（$）$!"

#"
（$）

·〈!，#!；!，#" - !，!，"，&〉，（"+&）
$!!!"
!&7（$）#%

#!#"

$!!
#!
（$）$!"

#"
（$）

·〈!，#!；!，#" - !，!，!，&7〉，（"+’）
$!!!"
$$（$）#%

#!#"

$!!
#!
（$）$!"

#"
（$）

·〈!，#!；!，#" - !，!，$，$〉( （"+)）
将（"%）和（"+）式代入（">&）式得到
$!!"&（$）""&（!）, $!!!&7（$）"!&7（!）, $!!$$（$）"$$（!）# $(

（"3）
计算出各个 ?@系数之值，可得到（"+）式的显式为

$!!!"
""（$）# $!!

,!（$）$
!"
,!（$）， （"6&）
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!!!!""!（#）$
!
!

[
"

!!!%!（#）!
!"
#（#）% !!!

#（#）!
!"
%!（# ]），
（"&’）

!!!!"
"#（#）$

!
!

[
(

!!!
%!（#）!

!"
)!（#）% "!!!

#（#）!
!"
#（#）

% !!!
)!（#）!

!"
%!（# ]）， （"&*）

!!!!"
")!
（#）$ !

!
[

"
!!!
#（#）!!"

)!（#）% !!!
)!（#）!

!"
#（# ]），
（"&+）

!!!!"
")"
（#）$ !!!

)!（#）!
!"
)!（#）， （"&,）

!!!!"
!!（#）$

!
!

[
"

!!!
%!（#）!

!"
#（#）) !!!

#（#）!
!"
%!（# ]），（-#.）

!!!!"
!#（#）$

!
!

[
"

!!!
%!（#）!

!"
)!（#）) !!!

)!（#）!
!"
%!（# ]），
（-#’）

!!!!"
!)!
（#）$ !

!
[

"
!!!
#（#）!

!"
)!（#）) !!!

)!（#）!
!"
#（# ]），（-#*）

!!!!"
##（#）$

!
!

[
-

!!!
%!（#）!

!"
)!（#）) !!!

#（#）!
!"
#（#）

% !!!
)!（#）!

!"
%!（# ]） / （-!）

利用（"#）式，不难算出
!!!""（#）$ #（" $ "，!，#，) !，) "），!!!!"0（#）$ #（"0

$ !，#，) !），!!!##（#）$ )!- / （-"）
将（-"）式代入（"1）式得到

###（!）$ #/ （--）
于是（"(）式简化为

#"!""
（!）$"

"
〈!，"!；!，"" 2 !，!，"，"〉#""（!）

%"
"0
〈!，"!；!，"" 2 !，!，!，"0〉

·#!"0（!）/ （-3.）
同理，由方程（"4’）可得到

$ %
"!""
（!）$"

"
〈!，"!；!，"" 2 !，!，"，"〉$ %

""（!）

%"
"0
〈!，"!；!，"" 2 !，!，!，"0〉

·$ %
!"0（!）/ （-3’）

另一方面，对称性条件（!(*）式要求
#"!""
（!）$ #"""!

（!），

$ %
"!""
（!）$ $ %

"""!
（!）/ （-4）

但 56系数的对称性给出

〈!，"!；!，"" 2 !，!，"，"〉
$〈!，""；!，"! 2 !，!，"，"〉， （-(.）

〈!，"!；!，"" 2 !，!，!，"0〉
$ )〈!，""；!，"! 2 !，!，!，"0〉/ （-(’）

将（-3）式代入（-4）式，并利用（-(）式得到
#!"0（!）$ #，$ %

!"0（!）$ #/ （-7）
于是，（-3）式简化为

#"!""
（!）$ "

"
〈!，"!；!，"" 2 !，!，"，"〉#""（!），

（-1.）

$ %
"!""
（!）$ "

"
〈!，"!；!，"" 2 !，!，"，"〉$ %

""（!）/

（-1’）
将（-1）式代回（!7）式得到

#!!!"（!）$ !!!!"""（!）#""（!），
$!!!"（!）$#!!!!"""（!）$ %

""（!）， （-&）

其中 !!!!"""（"）$"
"!""

!!!
"!
（"）!!"

""
（"）〈!，"!；!，"" 2 !，!，

"，"〉（" $ "，!，#，) !，) "）， （3#）

#!!!!"""（"）$ %!!#!
%!!#"

!#!#"""（"( )）$ / （3!）

将（-&）式代回（!4）式，略去下标 "，同时将量子数 "
换成"!"（便于后面的论述）我们得到

$!!!"（&）$ !
!’" [

!
#"!"
（!）!!!!"

"!"
（!）,8(&

% $ %
"!"
（!）#!!!!"

"!"
（!）,)8(& ]），（3"）

其中

!!!!"
"!"
（"）$"

"!""

!!!
"!
（"）!!"

""
（"）〈!，"!；

!，"" 2 !，!，"，"!"〉
（"!" $ #，9 !，9 "）， （3-.）

#!!!!"
"!"
（"）$ %!!#!

%!!#"
!#!#"
"!"
（"( )）$ / （3-’）

将（3"）式代入（!#:）式得到
（8 )( % "）#"!"

（!）$ #， （33.）

（) 8 )( % "）$ %
"!"
（!）$ #/ （33’）

这是正能旋量和负能旋量的 ;8<.*方程，其解为

#"!"
（!）$ *+（!）#"!"，+

（!）（ + $ !
"，)

!
"），

（34.）
$ %
"!"
（!）$ ,+（!）$ %

"!"，+
（!），,+（!）$%" *+（!）$，

（34’）
其中 *+（!）和 ,+（!）分别为正能和负能 ;8<.*旋量，
可表示为

*+（!）$ &*+（#）
"!- ，,+（!）$ &,+（#）

"!- /

（3(）
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此处 ! ! "# $"%#&’ " # $"’$&’ "%%&&’， （()）

而 !*&’（+）!













*
+
+
+

，! # *&’（+）!













+
*
+
+

；

"*&’（+）!

+
+
+











# *

，" # *&’（+）!













+
+
*
+

（(,）

是静止系中的正能和负能 -$./0旋量 1
将（(2）式代入（(’）式得到

’(*(’（#）! *
!$"[

!
%(*(’
)*’
（!）!&（!）’)*’，&

（!）"$(#

3#%(*(’
)*’
（!）"&（!）) 3

)*’，&
（!）"#$(# 1 （(4）

将（(4）式代入（*+5）式得到

*(%
((’
)*’
（!）!&（!）’)*’，&

（!）! +， （2+/）

*(#%
((’
)*’
（!）"&（!）) 3

)*’，&
（!）! +1 （2+6）

利用（(%6）式以及*’*$(*’ ! *(+*+ 和 "&（ !）!*’ !&

（!）$，不难证明（2+6）与（2+/）式是等价的，因此只
需讨论方程（2+/）1 借助（’*）和（(7）式，并注意到

+((* +((’ !!(*(’
，!#**(! ! +((8*(8 1 （2*）

可将（2+/）式改写作

*(%
((’
)*’
（+）!&（+）’)*’，&

（!）! +， （2’）

’)*’，&
（!）只与两个磁量子数（)*’ ! ’，*，+，# *，# ’；&

! *&’，# *&’）有关，联系到自旋为 ’和自旋为 *&’的
两个角动量耦合的 9:系数，可将 ’)*’，&

（ !）一般地

表示为

’)*’，&
（!）!"

,
〈’，)*’；

*
’，& ; ’，*’，

2
’，,〉

·’ 2
’，,
（!）3"

,8
〈’，)*’；

*
’，& ; ’，*’，

%
’，,8〉’ %

’，,8
（!）

（, ! < *
’，<

%
’，<

2
’；

,8 ! < *
’，<

%
’）1 （2%）

令

-(*(’
2
’，,
（!）!"

)*’ &
%(*(’
)*’
（!）!&（!）

·〈’，)*’；
*
’，& ; ’，*’，

2
’，,〉，（2(/）

-(*(’
%
’，,8
（!）!"

)*’ &
%(*(’
)*’
（!）!&（!）

·〈’，)*’；
*
’，& ; ’，*’，

%
’，,8〉， （2(6）

则（2’）式可写作

*(-
((’
2
’，,
（+）’ 2

’，,
（!）3*(-

((’
%
’，,8
（+）’ %

’，,8
（!）! +1

（22）
计算出（2(）式中的 9:系数，并利用由（’+）和（(,）
式所导出的下列关系：

*(%(3*（+）! *
’
（+）! +，

*(%(3*（+）! # *
’
（+）! !$ ’*2 ! *

’
（+），

*(%(+（+）! *
’
（+）! # $*2 ! *

’
（+），

*(%(+（+）! # *
’
（+）! $*2 ! # *

’
（+），

*(%(#*（+）! *
’
（+）! # !$ ’*2 ! # *

’
（+），

*(%(#*（+）! # *
’
（+）! +，

可以计算出

*(-
((’2
’，,
（+）! + （, ! < *

’，<
%
’，<

2
’），

（27/）

*(-
((’%
’，,8
（+）! $!2

’")’ &
%(’
)’
（+）*2 !&（+）

·〈*，)’；
*
’，& ; *，*’，

%
’，,8〉% +

（,8 ! < *
’，<

%
’）1 （276）

将（27）式代入（22）式得到
’ %

’，,8
（!）! +1 （2)）

于是（2%）式简化为（略去 ’ 2
’，,8
（!）中的下标 2

’）

’)*’，&
（!）!"

,
〈’，)*’；

*
’，& ; ’，*’，

2
’，,〉’,（!）1（2,/）

同理，由（2+6）式可得到

) 3
)*’，&
（!）!"

,
〈’，)*’；

*
’，& ; ’，*’，

2
’，,〉)

3
,（!）1 （2,6）

将（2,）式代入（(4）式，最终得到

’(*(’（#）! *
!$"!， [

,
’,（!）-(*(’

,（!）"$(#

3 ) 3
,（!）$(*(’

,（!）"#$ ](# ， （24）

其中
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!!!!""（!）#!
"!"，#

$!!!""!"
（!）%#（!）〈"，"!"；

!
"，# $ "，!"，

%
"，"〉

" !
!

"!，"" # &!
!

!
"

# # & !
"

$!!"!
（!）$!"""
（!）%#（!）!（"! ’"" ’ #，"）

·

%
" ’( )" ！ %

" &( )" ！

()（! ’"!）！（! &"!）！（! ’""）！（! &""）！
!
" ’( )# ！ !

" &( )## ！
， （*)+）

&!!!""（!）#$$!!!""!"
（!）’#（!）〈"，"!"；

!
"，# $ "，!"，

%
"，"〉

" !
!

"!，"" # &!
!

!
"

# # & !
"

$$!!"!
（!）$$!"""
（!）’#（!）!"! ’"" ’ #，( )"

·

%
" ’( )" ！ %

" &( )" ！

()（! ’"!）！（! &"!）！（! ’""）！（! &""）！
!
" ’( )# ！ !

" &( )## ！
, （*)-）

上式最后一步利用了 ./,系数的 012345公式 , 这就
是自旋为 %6" 的场的平面波展开 , 利用 $!"（ !），%#

（!）和 ’#（!）的正交归一性以及 ./系数的幺正性，
不难证明正能解的集合和负能解的集合都是正交归

一的 ,

7 拉氏密度

最后，我们给出自旋为 %6"的场的拉氏密度
(（)）#%#$!8（)）（ 6" ’ "）#$!8（)）

& !
(
%#$!8（)）（%$"! ’%!"$）#

!!8（)）

’ !
(
%#$!8（)）%$（ 6" & "）%!#!!

8（)）， （*!）

其中%#!!8（ )）# *!$*!8$8%7 #$$8（)( )） ’，#!!8（ )）为对
称张量9旋量，且#!!（)）# ),
由拉氏函数给出的运动方程为

& & "( )" #!!8（)）# )，"!#!!
8（)）# )，

（*"+）
（ +& ’ "）#!!8（)）# )，%!#!!

8（)）# ),（*"-）
它们与方程（!)）是一致的 ,
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