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提出在中子(引力干涉实验中，除了 )*+,-.-/(0+,12（)(0）效应外，还存在中子自旋与引力的相互作用 3运用与不
变量有关的幺正变换方法，得到了中子自旋与引力相互作用含时薛定谔方程的精确解和几何相因子 3
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! 引 言

由 67,,8的绝热几何相理论［!］，我们知道在 )*+(
,-.-/(6-*1（)(6）效应中电子波叠加的相差（扣除动
力学相位）就是不可积的几何相位，这大大加深了对

)(6效应的理解，即 )(6效应的本质与几何和整体
性有关 3由于引力与电磁在很多方面可以作类比，
)*+,-.-/，9+,12提出惯性力的矢量势的几何效应［"］，
而 ).+.:+.，;,7<:7.，=+>?,+2等分别提出与引力有关
的量子干涉效应［#］3根据等效原理，它们在实质上是
等价的 3在转动的参考系上，粒子受到惯性离心力和
科里奥利力，它们分别类似于电场力和磁场力，从而

在转动参考系上运动的物质波也会存在一个不可积

相因子，这称为 )*+,-.-/(0+,12（)(0）效应，或称引力
)(6效应 3 @<+2，A72B<-.及高孝纯等计算了这一几何
相［&］3 C/7,*+?<7,，0-B7BB+，D7,.7, 等用中子干涉实验
证实了这一效应的存在［’］3 )(0效应实际上是运动
物质的动量与非惯性系的相互作用，对于具有自旋

的粒子（如中子），还存在自旋与非惯性系的相互作

用［5］3尽管这一作用与 )(0效应属于同一实质（都来
源于运动物质所受到的科里奥利力），但上面提到的

)(0效应并不包含这部分相互作用，且由于自旋的
非经典性，研究这一相互作用极有必要，对于分析自

旋本质亦有一定的意义 3
中子自旋与变化的引力（根据等效原理，这里指

科里奥利力，转动参考系的角速度相当于引力磁场）

的相互作用也会导致几何相因子，因此在中子干涉

实验中需要区别 )(0效应几何相和自旋(引力相互
作用几何相 3 67,,8 的理论研究的是绝热含时情
形［!］，!44!年高孝纯等在 E7F2<和 G27<7.H7B:（E(G）的
不变量理论［%］的基础之上，提出了用于研究非绝热、

非循回过程的不变量理论即与不变量有关的幺正变

换方法［I，4］3该方法回避 E(G理论中的含时不变量的
本征态，代之以不含时不变量的本征态，并且可用不

变量的含时系数把几何相因子表示出来，将 E(G的
形式理论发展成为可实际用于研究几何相的重要理

论 3这一方法是研究含时量子系统和含时背景中的
场论［4—!!］的重要工具 3本文就用这一理论方法研究
中子自旋与引力的相互作用 3

" 中子自旋与引力的相互作用

在转动参考系中有一粒子，相对于参考系的速

度为 ! ，该粒子受到惯性离心力 ! 2.7和科里奥利力

!J-,，其中

! 2.7 K L !! M（! M "），!J-, K "!! M!，（!）

!

M ! 2.7 K $，

!

·!J-, K $， （"）

方程（"）表明 ! 2.7是保守力，!J-,是无源的，因此可以

引入矢势 # 和标势 "$，其中
［!"］

! 2.7 K L !

!

"$，!J-, K "!! M（

!

M #），（#）
由此不难得到粒子运动的拉格朗日量

# K !
" !$" L !"$ N "!!·#， （&）

从而哈密顿量为
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其中 ! ! " & # 为轨道角动量 ’对于有自旋的粒子，
还存在类似磁矩与磁场的相互作用 ’比较（(）式与带
电粒子在电磁场中的哈密顿量形式可以得到自旋与

引力磁场

!

& $ 的相互作用哈密顿量为 ! ) * + ! %·

（

!

& $）’如果粒子是中子，% !""，则

! )* + ! ""·!， （,）

其中! !

!

& $，"为 -./01矩阵 ’
由（,）式知，中子自旋与引力的相互作用就是自

旋与转动系角速度的耦合 ’如果转动系的角速度!
含时，那么固定在参考系上的中子波就会获得与自

旋有关的几何相因子 ’通过研究自旋方向相反的中
子的引力干涉实验，应该可以证明这一几何相因子

的存在 ’

2 精确求解中子自旋与含时角速度相
互作用的薛定谔方程

中子自旋3含时角速度相互作用的薛定谔方程为

1 "
"%! ! ! )* +（ %）!， （4）

设!（ %）!"$（ %）（)15#（ %）+6)$（ %），)15#（ %）)15$（ %），
+6)#（ %）），及%7 !%% 7 1%"，可将（,）式的 !) * +（ %）化作

! )* +（ %）! "$（ %） %
8 )15#9:;（* 1$（ %））%[ #

# %
8 )15#9:;（1$（ %））%* #

%
" +6)#% ]2 ’ （<）

根据 =3>不变量理论，需要构造一个不变量 &（ %），
使之满足不变量方程

"&（ %）
"% # %

1［ &（ %），! )* +］! $’ （?）

由于%7和%2 构成完备的代数，且哈密顿量 ! ) * +是

-./01矩阵的线性叠加，所以不变量 &（ %）也一定是
-./01矩阵的线性叠加，不妨设

&（ %）! %
8 )15&（ %）9:;（* 1’（ %））%# #

%
8 )15&（ %）

·9:;（1’（ %）%* #
%
" +6)&（ %）%2 ’ （%$）

将（<）式，（%$）式代入（?）式，得到关于&（ %）与’（ %）
的辅助方程

’&（ %）! "$（ %）)15#)15（$ *’），

’’（ %）! %
""$（ %）（+6)# * )15#+6@&+6)（$ *’））’

（%%）

设不变量本征态为 A (，%〉&，根据 >3=理论［4］，含时薛
定谔方程的解与不变量本征态 A (，%〉& 只相差一个

含时相位因子，它的表式是 9:; %
1((（ %( )），其中

((（ %）!!
%

$
&〈(，%B A !)* +（ %B）* 1 "

")B A (，%B〉& C %B，

（%"）
于是含时薛定谔方程（4）的特解为

!(（ %）! 9:; %
1((（ %( )） A (，%〉’ （%2）

为了得到不变量 &（ %）的本征态 A (，%〉& 及

((（ %），利用与不变量有关的幺正变换方法［<］，将含
时的不变量 &（ %）变为不含时的不变量 &$，即

&$ ! * #（ %）&（ %）*（ %）， （%8）
其中

*（ %）! 9:; %
")%# *

%
")

"%( )* ，

* #（ %）! 9:; %
")

"%* *
%
")%( )# ’ （%(）

由于

&（ %）! %
8 )15&（ %）9:;（* 1’（ %））%# #

%
8 )15&（ %）

·9:;（1’（ %））%* #
%
" +6)&（ %）%2

! $
"%# #

$"
"%* #

+
"%2，

则由 D0./E9F公式，得到

&$ ! &（ %）# %
%！

%
")

"%* *
%
")%#，&（ %[ ]）

# %
"！

%
")

"%* *
%
")%#，

%
")

"%* *
%
")%#，&（%[ ][ ]） #⋯

其中

%
")

"%* *
%
")%#，&（ %[ ]）

!)+
%#

" #)
" +%*

" * "（)
" $ #)$

"）%2

"，（%,）

在 &（ %）中%#

" ，
%*

" 和
%2

" 的系数构成一个列矢量

$
$"









+
，&（ %）与)

"%*

" *)
%#

" 对易后，系数变为

)+

)
" +

* "（)
" $ #)$

"









）
，则对易后的系数列矢量相当于

一个矩阵 , !
$ $ )
$ $ )

"

* ")
" * ")









$
作用到列矢量
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!!









"
上而得到 !进一步可以证明 "#$%&’(公式中各

和式通项系数列矢量为
#$

$！

!
!!









"
!分别计算第奇数

项
#$

$！之和及第偶数项
#$

$！之和，发现当幺正变换 % 的

含时参数取为

! ) * "+ ’,-（* .#），!! ) * "+ ’,-（.#）（/0）

时，&1 中
$2

+ 的系数为零，
$3

+ 的系数为 /，即经幺正变

换后得到的 &1 不含时，

&1 )$3

+ ! （/4）

&1 的属于本征值 2 /
+的本征态为 5 2〉，于是含时薛

定谔方程（0）的特解为

%$（ ’）) ’,- /
.&$（ ’[ ]） %（ ’）5 $〉， （/6）

其中 5 $ 7 ) 5 2 7，分别相应于本征值 2 /
+的态 !相

位&$（ ’）包含动力学相位

&(（ ’）)"
’

1
〈$ 5 % 8（ ’9）) :* ;（ ’9）%（ ’9）5 $〉< ’9

（+1）
和几何相位

&*（ ’）) *"
’

1
〈$ 5 % 8（ ’9）. !

!’9%（ ’9）5 $〉< ’9 !

（+/）

重复类似于前面计算
#$

$！

!

!!








"

的过程及利用 =$;>’(?

@$A-&’##?B$%:<C(DD公式［/3］，计算得到的中子自旋与
含时引力相互作用的动力学相位和几何相位为

&(2（ ’）) 2 /
+"

’

1
’1（ ’9）（;C:";C:(

8 :.E":.E(;C:（# *)））< ’9， （++）

&*2（ ’）) 2 /
+"

’

1

+#（ ’9）（/ * ;C:"（ ’9））< ’9 !（+3）

（/6），（++），（+3）式便是薛定谔方程（0）的精确解和
相位表式 !

F 讨 论

/G 虽然自旋是量子力学概念，无经典类比，但
自旋与经典的转动参考系之间却仍可能会有相互作

用 !运用经典理论，设存在一转动角速度与位置有关
的非惯性参考系，相对于它运动的物质的动量密度

是 !（ "），根据（/）式，科里奥利力

#;C( ) +"%
!（ "9）H!（ "9）<*9， （+F）

设动量密度分布在很小的区域，将!（ "9）在此小区
域内任意一点展开取到一阶近似，即有

#;C( ) +"%
!（ "9）H!1 <*9 8 +"%

!（ "9）

H（ "9·

"

9!（ "9 ) 1））<*9， （+I）
利用关系式 "9 H（

"

H!（ "））)

"

（ "9·!（ "））*（ "9·"

）!（ "）等，（+I）式右边第二项可以进一步化成

$;C( ) * +

"

H !,"%

/
+［!（ "9）"9, * !,（ "9）"9］<*{ }9

) *

"

H［% H!（ "）］， （+J）
于是总角动量为 % 的粒子在外场!中受力表式为 $
)（%·

!
）! )

!
（%·!），从而相互作用哈密顿量为

) ) %·! ! （+0）
对于自旋粒子，% 是否包含着自旋 & 呢？分析这一
问题对于研究自旋与经典的转动系的相互作用及自

旋的惯性性质有重要意义 !
+ G 由于地球内部物质运动、潮汐、洋流和大气

运动都可能会导致地球自转角速度发生变化，所以

用中子引力干涉实验测定自旋?科里奥利力相互作
用导致的几何相，可以获得有关地球角速度变化的

信息，进一步可用于研究地球内部物质和大气的运

动，因而在实践上有应用价值 !
3 G 除了上面提到的自旋与科里奥利力的相互

作用外，关于自旋与引力的相互作用，实际还存在自

旋与引力波幅的耦合 !将引力理论中粒子短程线方
程作弱场近似，除了获得粒子质量与标量势 -11、粒

子速度与矢量势 ’（-1/，-1+，-13的相互作用外，还得

到粒子自旋 & 与引力磁场

"

H ’ 的相互作用 !对于引
力横波，也会存在中子自旋与引力波幅（-//，-/+，-++）

的耦合，足够强的引力波与中子自旋的相互作用可导

致可观察的几何相 !这在理论和实验研究（如引力波
探测）上都有意义 !关于这方面的研究正在进行当中 !
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6**!!D期 沈建其等：用不变量理论精确求解中子自旋与引力的相互作用


