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给出相对论系统的 *+,-./00函数和 *+,-./00函数组、10200作用量、102003*+,-./00原理、*+,-./00方程；研究相对论动
力学系统的 *+,-./00表示方法；根据在无限小变换下相对论 10200作用量的不变性和相对论 *+,-./00方程的不变性，
得到相对论 *+,-./00系统的 4/56.5,对称性理论和 7+5对称性理论；研究相对论 *+,-./00系统的代数结构和 1/+88/9积
分方法 :
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!国家自然科学基金（批准号：!))$"#!#）和河南省自然科学基金（批准号：);%#(’!##）资助的课题 :

! 引 言

*+,-./00动力学的研究始于 !)"$年美国数学家
*+,-./00的工作［!］: !)$;年美国物理学家 <296+==+考虑
时间 ! 将该方程修改后命名为 *+,-./00方程［"］，并将
该方程引入力学领域，研究了完整约束系统的动力

学问题，从此 *+,-./00方程在数学力学研究领域受到
重视 : !))" 年我国数学力学家梅凤翔利用 *+,-./00
方程研究了非完整系统的动力学问题［’，%］，并给出了

*+,-./00系统的 4/56.5, 理论［(］，1/+88/9 理论［&］及运
动稳定性理论［$，;］，构筑了 *+,-./00系统动力学的理
论框架［)］: *+,-./00系统动力学比 >2?+=6/9力学更为
一般［!#］，>2?+=6/9力学理论犹如一颗参天大树，已经
根深叶茂，成为当今非线性科学、近代物理领域中一

个最富成果而又生机勃勃的研究方向［!!，!"］:相信
*+,-./00系统动力学理论在非线性科学、近代物理领
域中也理应扮演重要角色 :近 !#余年来相对论分析
力学的研究取得了丰硕成果［!’—!)］:本文将 *+,-./00
动力学的研究从经典力学扩展到高速运动的相对论

力学，建立了相对论力学与 *+,-./00动力学的交叉理
论，为 *+,-./00 动力学进入近代物理研究领域奠定
基础 :

" 相对论 102003*+,-./00 原理与相对论
*+,-./00方程

定义相对论性 10200作用量
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本文采用 C+9865+9 求和约定 :式中 ! @ !（ &!，⋯，

&(），$% 为 % 质点的相对论性质量

$% @ $# % D ! A "·"% D )# " （ % @ !，⋯，*），（"）
$# %为 % 质点的经典质量，"·% @ "·%（ !，!）为 % 质点的
速度，) 为光速 :
类同于文献［"#］，不难证明在相对论力学中 +

与"满足交换关系，则等时变分原理
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称为相对论 ’()((*+,-./0(( 原理 1式中 #!为相对论
+,-./0((函数，$!% 为相对论 +,-./0((函数组 1令
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那么，原理（6）式可表为
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由积分区间［ "$，"%］的任意性，!!" 的独立性，得到

系统的相对论 +,-./0((方程
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"!
称为相对论 +,-./0(( 张量 1（:）式表示成逆变形

式
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为相对论 +,-./0((逆变张量 1一般假设
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若 $2 !!，#
2 !都不显含时间 "，则相对论 +,-./0((方程

（:）为自治的 1有如下形式：
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如果仅 $2 !! 不显含时间 "，则相对论 +,-./0(( 方程
（:）为半自治的，有形式
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6 相对论动力学系统的 +,-./0((表示

! "# 相对论完整力学系统的 $%&’()**表示

研究 * 个质点构成的力学系统，第 ’ 个质点受
到主动力"’，如果系统只受有理想完整约束或不受

约束，我们引入相对论性的广义动能函数［$6，$#］

+! " &8 ’,% $ 7 $ 7 #·%’ = ,$( )% 1 （$&）

引入凝固偏导数和凝固导数记号，令&=&-· .，

&=&-. 分别表示把质量当作常量时对 -·.，-. 的偏导
数，>=> " 表示把质量当作常量时对时间 " 的导数 1
可得到相对论完整约束系统凝固导数形式的运动

方程［%$］
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（$3）式可表为显式
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令
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方程（$5）可表为标准一阶形式
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要使方程有相对论 +,-./0((形式（:），即
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对于给定的 #2!，无论 $2!" 是否显含时间 "，方程（%$）
总可表为 @)AB/C*#$%&’(%)*&+型的［%%］1根据 @)AB/C*
#$%&’(%)*&+定理，方程（%$）的解总是存在的 1因此，
一般相对论完整系统总有 +,-./0((表示 1
我们知道，相对论完整保守系统可表为正则形
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式［!"］
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取 %’ "为相对论 ()*+,-./ 函数，则（&&）式自然有
0+123.44表示 %即相对论完整动力学系统都可纳入
0+123.44系统 %

! "# 相对论非完整动力学系统的 $%&’()**表示

假定系统除受有完整约束外，还受有非完整

约束

&!（!"，!·"，’）# 5 （! # !，⋯，(）， （&6）
则系统的运动可表为凝固导数形式的 7.8-3方程
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在运动方程积分之前，可由方程（&6）和（&"）求
出乘子$!作为 !，!·，’ 的显函数［&6，&"］，记作

$! #$!（!"，!·"，’）， （&;）
则方程（&"）可表为显式

!< " # %"（!,，!·,，’）% （&=）
方程（&=）为非完整系统（&6）和（&"）式相应完整系统
的运动方程 %如果初始条件满足约束方程（&6），即
&!（!5

"，!·5"，’5）# 5，，那么方程（&=）给出所论非完整
系统的运动 %因此，相对论非完整系统的 0+123.44化
问题，转化为相应完整系统（&=）式的 0+123.44 化问
题 %那么，一切相对论非完整系统的运动方程都有
0+123.44表示 %

" 相对论 0+123.44系统的积分理论

+ ", 相对论 $%&’()**系统的 -)./(.&理论

相对论 0+123.44系统的 >.?-3?1理论分为正问题
和逆问题 %对于正问题，我们引入无限小变换，

’" # ’ :&&（ ’，!）， -"’ # -’ :&.’（ ’，!），
（&@）

式中&为小参数，& 和 .’ 为无限小变换生成元 %将
（&@）式代入原理（A）式并注意到积分区间［ ’!，’&］的
任意性，得到
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引入规范函数 1 # 1（ ’，!），在（&D）式中相加并相减
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·
，得到
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由不变性条件（65）式立即得到，对于相对论 0+123.44
系统（D）式，如果无限小变换生成元 .’，& 和规范函
数 1 满足如下关系：
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那么系统存在如下守恒量：

/’"’.’ $ %’" & : 1 # E./F- % （6&）
于是有

定理 , 对于相对论 0+123.44系统（D）式，如果
无限小变换（&@）式的生成元 .’，& 和规范函数 1 满
足条件（6!）式，则系统存在形如（6&）式的守恒量 %

可见，对于给定的 %’ "，/’ "(，可由（6!）式找到无
限小变换生成元 .’，& 和规范函数 1，然后由（6&）式
找到系统的守恒量 %
对于逆问题，我们假设相对论 0+123.44系统有 2

个彼此独立的第一积分

3’ " # 3’ "（ ’，!）# 3"（45，（ ’，!），’，!）# E./F- %
（66）

试由该积分找到相应 >.?-3?1对称性 %
将（66）式对时间 ’ 求导数得到

C 3’ "
C ’ # 5， （6"）

再将（D）式等号两端乘以#. # .’ $ -·(& 并对’求和，
再将结果与（6"）式相加，得到
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由（’(）式中 "·"的系数为零，得到
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若相对论 *+,-./00方程非退化，即
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故可由（’(）式解得到

%! $ #
" !! {" !’" !
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令积分（’’）式等于守恒量（’5）式 &即

’" ! $ ’!（()（ $，!），$，!）$ #"!!%! ! !"! & # *，
（’6）

那么有

定理 ! 如果已知相对论 *+,-./00系统（7）式的
第一积分，且选定具体的规范函数 * 后，由（’4），
（’6）式可确定该系统的无限小变换生成元 &，%!，它
们对应于相对论 *+,-./00系统（7）式的 8/23.2,对称
性变换 &

" #! 相对论 $%&’()**系统的 +%,对称性理论

相对论 *+,-./00 系统的 9+2 对称性理论见文献
［5(］，本文给出一些结论 &
在（54）式的无限小变换下，引入无限小变换的

生成元向量

+（%） $ & !
!$ # %!

!
!"!
， （’7）

以及它的一次扩展

+（:） $ +（%） # ,%! ! "·!&( )· !
!"·!

& （;%）

由相对论 *+,-./00 方程（7）在无限小变换下的不变
性，可得到相对论 *+,-./00系统的确定方程
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!( )$ &·

$ +（%） #
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!"" #!
#"!"
!( )[ ]$ & （;:）

如果无限小变换（54）式的生成元 &，%! 满足确
定方程（;:），就称变换（54）式是 9+2对称的 &那么有
定理 - 对于满足确定方程（;:）的无限小变换

生成元 &，%
!
，如果存在满足

+（:）（#"!! "
·" ! !"!）#（#"!! "

·! ! !"!）&·# *·$ %
（;5）

的规范函数 *，那么相对论 *+,-./00系统存在如下守
恒量：

’"! $ #"!!%! ! !"! & # * $ </=>3 & （;’）
对于逆问题，我们有

定理 " 如果已知相对论 *+,-./00系统（7）式的 -
个独立的第一积分，可求得该系统 8/23.2,对称性变
换的生成元 &，%! &若 &，%! 满足确定方程（;:），那
么，该系统是与第一积分对应的 9+2对称性变换，否
则不是 9+2对称性变换 &

" #- 积分相对论 $%&’()**方程的场方法

关于此问题的研究见文献［5)］&

( 相对论 *+,-./00 系统的代数结构与
?/+>>/=积分方法

. #/ 相对论 $%&’()**方程的代数结构

对于自治形式或半自治形式的相对论 *+,-./00方

程（:’）和（:;），将余切丛 .! / 上的某函数 0" !（!）按
（:’）或（:;）式求对时间 $ 的导数定义为一个积

0"
·
!（!）$ !0"!

!"!#
"!!"!!" !

!"" ##1200
"!·!"! & （;;）

类似于文献［54］的证明，它满足右分配律、左分配
律、标律，还满足反对称性和 @A</B+恒等式 &那么，我
们得到

定理 . 自治形式和半自治形式的相对论 *+,-C
./00方程（:’）和（:;），具有相容代数结构和 9+2代数
结构 &
对于非自治形式的相对论 *+,-./00方程（:%），将

余切丛 .! / 上的某函数 0"（"）按（:%）式求对时间
$ 的导数定义为一个积

0"
·
!（!）$ !0"!

!"!#
"!!" !!"!

!"" #!
#"!"
!( )$ ##1200

"!··!"! &

（;(）
类似于文献［54］的证明，它不满足右分配律、标律 &
那么我们得到
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定理 ! 非自治形式的相对论 !"#$%&’’ 方程
（()）没有相容代数结构［*+］,
研究一种特殊非自治形式的相对论 !"#$%&’’系

统 ,如果方程（()）中的相对论 !"#$%&’’函数 !- !和相

对论 !"#$%&’’函数组 "-!! 还满足关系

#-!"!!!
-!

!$!
. #

-!"!!"
-!
!

!%
， （/0）

式中

#- !"( )! .

#!(( ) ⋯ )
) #!** ) ⋯

⋯ ⋯ ⋯ ⋯

) ⋯ ⋯ #!*&，*











&

（/+）

为相对论性对称张量，可由（/0）式确定 ,那么非自治
形式的相对论 !"#$%&’’方程（()）表为如下形式：

$·! 1 ’-!"!!!
-!

!$"
. )， ’-!"! . #

-!"! 2 #-!"! ,

（/3）

我们将余切丛 #! ( 上的某函数 )-!（!）按（/3）
式求对时间 % 的导数定义为一个积

)-
·
!（!）. !)

-!

!$"
’-!"!!!

-!

!$! ""
45’)-! !-! , （/6）

类似于文献［*+］的证明，该积满足右分配律、左分配
律和标律 ,
由积（/6）式再定义一个新积

)-!··!-! ""45’)
-! !-! 1 !-! )-! , （7)）

不难证明它满足 8"5代数公理 ,那么有
定理 " 特殊非自治形式的相对论 !"#$%&’’ 方

程（/3）在积定义（/6），（7)）式下具有相容代数结构
和 8"5容许代数结构 ,

# $% 相对论 &’()*+,,系统的 -+’..+/积分

自治形式和半自治形式的相对论 !"#$%&’’方程
（(9）和（(/）具有 8"5代数结构，因此，关于积分完整
保守系统的 :&";;&<理论可全部应用于这类系统 ,于
是有

定理 0 *-!（ %，!）. *-!（+,（ %，!），%，!）. - 是
系统（(9），（(/）式第一积分的充要条件为

!*
-!

!% 2 *-!，!-[ ]! . )， *-!，!-[ ]! . *-!··!-! ,

（7(）
（证明略）,（7(）式称为自治形式和半自治形式的相

对论 !"#$%&’’ 系统关于第一积分的广义 :&";;&<
条件 ,
定理 1 自治形式的相对论 !"#$%&’’ 系统的

!"#$%&’’函数是系统的第一积分 ,
定理 23 如果自治形式和半自治形式的相对

论 !"#$%&’’方程（(9）和（(/）有不处于相互内旋的两

个第一积分 *-!(（ %，!）. -(，*
-!
*（ %，!）. -*，则它们

的广义 :&";;&<括号［ *-!( ，*
-!
* ］也是系统的第一积分 ,

定理 22 如果自治形式和半自治形式的相对
论 !"#$%&’’方程（(9）和（(/）有包含时间 % 的第一积

分 *-!（ %，!）. -，那么!*
-!

!%
，!

* *-!

!%*
，⋯都是系统的第

一积分 ,
定理 2% 如果自治形式和半自治形式的相对

论 !"#$%&’’ 方程有包含 $$ 的第一积分，而#
-!"!和

!-!都不含 $$，则! *-!

!$$
，!

* *-!

!$$
* ，⋯都是系统的第一

积分 ,
对于特殊非自治形式的相对论 !"#$%&’’ 方程

（/3），在积定义（/6）和（7)）式下具有 8"5容许代数结
构，而不具有 8"5代数结构，那么关于积分完整保守
系统的 :&";;&< 理论只能部分应用于这类系统 ,于
是有

定理 24 *-!（ %，!）. *!（+，（ %，!），%，!）. -
是特殊非自治形式的相对论 !"#$%&’’系统（/3）式第
一积分的充要条件为

!*
- !

!% 2 *- ! !- ! . )， （7*）

（7*）式称为特殊非自治形式的相对论 !"#$%&’’系统
（/3）式关于第一积分的广义 :&";;&<条件 ,

定理 25 !-!（ %，!）. !!（+,（ %，!），%，!）. -
是特殊非自治形式的相对论 !"#$%&’’系统（/3）式第
一积分的充要条件为

!!
-!

!% 2!!
-!

!$"#
-!"!!"

-!
!

!% . ), （79）

定理 2# 如果特殊非自治形式的相对论 !"#$=

%&’’系统（/3）式有包含 $$ 的第一积分，而 ’-!"!和

!-!都不显含 $$，那么!*
-!

!$$
，!

* *-!

!$$
* ，⋯都是系统的第

一积分 ,
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! 讨 论

" # 随着科学的发展，人们的研究表明，力学系
统的位形空间并不一定是欧氏空间，而必是微分流

形 # $%&’()*+提出用微分流形取代欧氏空间作为力学
系统的相空间，这样 ,)-*)’-.力学、/)0&12%’力学以
及非完整力学都可用近代微分几何的语言来表

达［34，35］#那么相对论 6&*78%99力学也可用近代微分几
何的语言来表达［:;］#

3 # "55!年，文献［:"，:3］建立了转动相对论系
统分析力学的基本理论 #此后该方面的研究十分活
跃［::—:<］#我们引入转动相对论系统的转动惯量［:3］

!" = !; " > " ?!
·3

" >"3! "，

和转动系统的相对论性广义动能函数［:3］

#"$ = !; ""3
" " ? " ?!

·3
" >"3!( )

"
，

构造转动相对论系统的 6&*78%99函数 %"和 6&*78%99

函数组 &"#
%" = %"（ !"（ ’，!），’，!），

&"# = &"#（ !"（ ’，!），’，!），
可以得到转动相对论 6&*78%99 系统的动力学理
论［:!—:4］#

: # 本文的研究具有一般性 #在 $·# ( 的经典近
似下

)" = ); " > " ? $·3" > (! 3$); "， %@" = %"（)"（ ’，

!），’，!）= %（ ’，!）， &@"# = &"#（)"（ ’，!），’，!）=

&@"#（ ’，!），取 " ? $·3" > (! 3幂级数展开式的前两项，系

统的相对论性广义动能函数

#" $ ); "(3 ? ); "(3（" ? $·3" >3(3）=
"
3 ); " $·3" = #

化为系统的经典动能 #本文给出经典意义下的 6&*7A
8%99动力学理论 #
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