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对’(’和!(’维空间上定向聚合问题的数值模拟结果显示，任意有限温度下的横向涨落和自由能涨落在聚
合尺度!较大时都将趋于零温度时强耦合下的结果：!""!!和!#"!"（$)’(’时，!)!／"，")’／"；$)!(’

时，!##*$，"##*!）%有限温度下，由于’(’维和!(’维空间上的比热&+（’，!）"!和’(’维空间上的熵涨落
!("!’／!，’(’维空间上的系综能量涨落和内能涨落以及!(’维空间上的系综能量涨落均趋于!’／!而远强于自
由能涨落,在!(’维空间上，定向聚合问题有发生相变的迹象：当熵涨落达到其最大值时，单位聚合尺度的熵涨落
和内能涨落在聚合尺度!$-时，可能会由低温下趋于有限值（零温度除外）转变为高温下趋于零,
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’ 引 言
表面生长现象广泛存在于自然界，由于其深刻

的物理和应用背景，近年来受到很大的关注，成为国

际统计物理学研究的一个重要热点问题,表面生长
现象中具有代表性的主要有两大类：一类是带有表

面松弛的随机凝聚（0/496A9BC6<;7;64D;7><E0F/GB
0B3/H/7;64）模型，该模型可用线性随机微分方程I91
D/09<1J;3K;4<64（IJ）方程予以描述，其动力学标度
指数可以精确计算得到［’，!］；另一类是以I9B4模
型［"］，弹射凝聚（L/33;<7;G9BC6<;7;64）模型［8］以及<631
;91641<63;9（MNM）模型［@］为代表的复杂生长问题，尽
管这些模型的数学特征各有不同，但其长时间、大尺

度下的红外渐进特性完全一致，可以用著名的5/01
9/01:/0;<;1=>/4?（5:=）方程予以描述［!，$，O］,5:=方
程为非线性随机微分方程，在’(’维空间，用动力
学重正化群方法进行分析，可以精确计算动力学标

度指数［O］,在!(’维空间上，5:=方程的性质很复
杂，由于没有稳定的不动点，不能再利用动力学重正

化群方法进行分析［!］，MG>D/07P和I9D/09<［%］利用

I9D/09<六十年代成功计算湍流563A6?06Q常数的
方法，对关联函数进行自洽展开，计算得到5:=方
程在!(’维空间上与数值模拟相一致的标度指数,

在"(’维空间上，理论分析和数值模拟均显示

5:=方程将存在相变［&—’!］,当非线性作用低于某
临界值时，在长时间和大尺度下，非线性作用将会趋

于消失，此时5:=方程呈弱耦合性，其红外渐进特
性将与IJ方程相等价；反之当非线性作用高于此
临界值时，5:=方程中的非线性项和其在’(’维
空间上一样将逐步起主导作用，方程呈强耦合性,目
前，有两个重要的理论问题还没有解决，一个是

5:=方程是否存在临界维数，在大于该临界维数的
空间上，5:=方程中的非线性项在红外渐进下将不
起作用，方程呈弱耦合性,对此问题有不同的观点，
有人认为存在临界维数，该临界维数为8(’或其他
有限值［’"，’8］，有人认为不存在临界维数或临界维数

为无穷大［’@，’$］,另一个是在!(’维临界空间上，

5:=方程是否存在相变,对于这个问题，九十年代
初一些研究小组的数值模拟工作显示5:=方程在

!(’维临界空间上可能存在相变，但由于没有发现
新的更可靠的证据，该问题一直没有得到解

决［’O—!"］,
5:=方程不但在表面生长现象中具有重要的
意义，它还和近年来统计物理学研究的另一类重要

问题：定 向 聚 合（9;0BG7B9C63RAB0）问 题 相 等
价［!，$，!8］,定向聚合问题与自旋玻璃和蛋白质的大
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分子结构等问题密切相关［!，"，!#，!"］$另外，%&’’(
等［!)］还发现在*+*维空间上，定向聚合问题这一
抽象的理论模型可以用高温超导实验进行研究$对
于定向聚合问题，人们已进行过大量的理论和数值

研究，但主要集中在对定向聚合的横向涨落（,-./01
2(-0(3’45,4.,6&/）和自由能涨落物理性质的研究
上［*7，!8—97］，对有限温度下的能量涨落并未给予深

入的研究$本文将对*+*和!+*维空间上的定向
聚合问题进行系统的数值模拟，研究各物理量涨落

量的物理性质，特别是能量涨落和熵涨落$本文的数
值模拟结果显示*+*维空间上的系综能量涨落
（!!）"和内能涨落（!!）# 这两种能量涨落以及!
+*维空间上的系综能量涨落均强于自由能涨落$
另外，我们惊奇地发现在!+*维空间上熵涨落在达
到其最大值处可能出现相变，亦即在!+*维临界空
间上，相变不是发生在人们所通常研究的横向涨落

或自由能涨落上，而可能发生在熵涨落和内能涨落

上，并且在该相变的临界点上熵涨落达到最大值$

! 数学模型

我们考虑如图*所示的金字塔形网格上的定向
聚合问题，横向为空间坐标$，纵向为时间坐标（聚
合尺度）%，在网格的每一%层到%+*层连接边：（$
:*，%）到（$，%+*）和（$+*，%）到（$，%+*）边上赋
予一随机能量!，每个边上的随机能量均相互独立，
从坐标（7，7）到（$，%）有很多路径，其中各路径中的
每一步只能向下（时间正向）&对此定向聚合问题，我
们可以定义配分函数’（$，%）!"

(
(:!(／#，其中!(

为从（7，7）到（$，%）的某一路径(上的能量之和，#
为温度（由于定向聚合问题是一个经理论抽象后得

到的数学模型，故本文中的所有物理量均为无量纲

量），由此定义得到如下的迭代关系式：

’（$，%)*）*’（$+*，%）(+!,／#)’（$)*，%）(+!-／#，
（*）

其中!,和!-分别为（$:*，%）到（$，%+*）和（$+
*，%）到（$，%+*）连接边上的随机能量，那么总体配
分函数为’（%）;"

$
’（$，%）&该配分函数是定义在

一个构型（5&/36<4-.,6&/）上的，我们若重新赋予各边
上的随机能量，会得到新构型上的配分函数，亦即配

分函数’（$，%）或’（%）为随机函数&每一个构型上
的横向位移方差定义为〈$!〉!"

$
$!（’（$，%）／

’（%），对所有构型进行平均，即得到定向聚合的横
向涨落"$;（〈$!〉）*／!（#. 表示对所有构型上物理
量.的系综平均）&有了配分函数之后，也就可以定
义各热力学函数，如自由能/（%）!:#’/’（%），其
涨落为"/;（/!:/!）*／!&为了克服直接利用关系
式（*）进行迭代计算会导致发散这一问题，我们对每
一迭代计算时间步各空间点上配分函数’（$，%）进

行归一化处理&定义’=（$，%）!’（$，%）／’（%）及

’#（$，%)*）!’=（$+*，%）(+!,／#)’=（$)*，%）(+!-／#，
（!）

由迭代关系式（*）可得

’=（$，%)*）*’#（$，%)*）／"
$
’#（$，%)*）（9）

及

’/’（$，%)*）*’/’#（$，%)*）)"
%

$*!
’/（"

$
’#（$，$））&

（>）
由方程（!）—（>），利用初始条件’（$，7）;%$，7（在

$;7处取*，其他地方均等于7），可以迭代计算得
到时间%步时各空间点$上的配分函数’（$，%），
这样也就可以计算定向聚合问题在有限温度下的横

向涨落和自由能涨落$

图* *+*维空间上定向聚合问题示意图 “+”表

示在从上一层到下一层连接边上赋予的随机能量!

对横向涨落和自由能涨落，已有过很多的理论

和数值研究，本文将着重研究定向聚合的能量涨落$
能量涨落有两种定义：系综能量涨落和内能涨落$系
综能量涨落为（!!）";（〈!!〉:〈!〉!）*

／!，其中〈!〉
为内能，

〈!〉*
"
$
"
(
!((+!(

／#

"
$
"
(
(+!(／#

*#!"’/’"#
， （#）
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〈!!〉"
!
#
!
$
!!$"%!$

／&

!
#
!
$
"%!$／&

"&! !!& &!!#$’!（ ）& ( &!!#$’!（ ）&
!
)（%）

内能涨落为（"!）&&（〈!〉!’〈!〉!）(
／!)若将某一构

型的所有路径中能量之和最小的路径称为该构型的

最佳路径（*+,-./#+/,0），由上述定义容易知道，零
温度时两种能量涨落和自由能涨落完全相同，为所

有随机构型最佳路径上能量之和的涨落量，这亦即

过去文献中［!1，2(，2!］在零温度时用能量涨落取代自

由能涨落的原因)由（3）和（%）式可得到

（"!）!* "（"!）!&(&!$4（&，+）， （5）

其中$4（&，+）&!!& &!!#$’!（ ）& &!!&
〈!〉为比热)

我们在数值模拟中发现除零温度这个极限点

外，在无穷高温度这个极限点上，内能涨落与自由能

涨落也完全相同)为了弄清有限温度时内能涨落与
自由能涨落之间的差别，我们引进熵,&（〈!〉’

-）／&，熵的涨落为",& ,!’,（ ）! (／!，容易得到

（",）!" (&!
（"!）!&(（"-）［ ］! %!&!*

（&，+），

（1）

其中 *（&，+）&〈!〉-’〈!〉-&’(!&
2 !
!&

（"-）!
&［ ］! )

为了减小计算工作量，同样可以建立迭代关系

式，用以计算各构型上的〈!!〉，内能〈!〉以及熵,)
我们定义

!4（#，+）"
!
$（#，+）
!$（#，+）"%!$（#，+）

／&

’（+）
， （6）

!4!（#，+）"
!
$（#，+）
!!$（#，+）"%!$（#，+）

／&

’（+）
， （(7）

其中$（#，+）为从点（7，7）到点（#，+）的路径，由（6）

和（(7）式可得到〈!〉&!
#
!4（#，+）和〈!!〉&

!
#
!4!（#，+）)关于函数!4（#，+）和!4!（#，+）的迭代

关系式如下：

!4（#，+((）" !
$（#，+((）

!$（#，+((）"%!$（#，+((）
／&／’（+((）

" !
$（#%(，+）
（!$（#%(，+）(!.）"%

（!$（#%(，+）(!.）／&( !
$（#((，+）
（!$（#((，+）(!/）"%

（!$（#((，+）(!/）／［ ］& ／’（+((）

" "%!.
／&!4（#%(，+）’（+）("%!/／&!4（#((，+）’（+）(!."%!.

／&’（#%(，+）(!/"%!/
／&’（#((，+［ ］）／’（+((）

" "%!.
／&!4（#%(，+）("%!/／&!4（#((，+）(!."%!.

／&’4（#%(，+）(!/"%!/
／&’4（#((，+［ ］）／!

#
’"（#，+((），

（((）

!4!（#，+((）" !
$（#，+((）

!!$（#，+((）"%!$（#，+((）
／&／’（+((）

" !
$（#%(，+）
（!$（#%(，+）(!.）!"%

（!$（#%(，+）(!.）／&( !
$（#((，+）
（!$（#((，+）(!/）!"%

（!$（#((，+）(!/）／［ ］& ／’（+((）

［" "%!.／&!4!（#%(，+）("%!/／&!4!（#((，+）(!!."%!.／&!4（#%(，+）(!!/"%!/／&!4（#((，+）

(!!."%!(
／&’4（#%(，+）(!!/"%!/

／&’4（#((，+ ］）／!
#
’"（#，+((）) （(!）

这样我们就可以利用初始条件!4（#，7）&7和

!4!（#，7）&7以及迭代关系式（((）和（(!）计算函数

!4（#，+）和!4!（#，+），由此计算每个给定构型上的
物理量如：〈!!〉，〈!〉和,等)对很多不同随机构型
上的计算结果求统计平均，即得到该物理量的涨落

量)比热可以由方程（5）得到)迭代关系式（!）—（8），

（((）和（(!）是对应于(9(维空间的，不难将其推广
到!9(维空间)
本文对(9(维空间和!9(维空间分别选取计

算时间长度（聚合尺度）+&!777和+&(37，利用
%777个不同随机构型的计算结果进行系综平均)为
了检验计算结果，本文还将利用近似方法将!9(维
空间上的计算时间长度增至+&(777)定向聚合金
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字塔型网格连接边上所赋予的相互独立的随机能量

!为（!"#$，"#$）之间的均匀分布随机数，本文的数
值模拟采用%&’((和)’*+,-(+.给出的随机数产生
程序/012［33］4

3 计算结果与讨论

当温度!!5时，定向聚合问题将退化为无规
行走"横向涨落!#"$6／2；$7% 时的系综能量涨落
（!&）’为%个相互独立的随机数之和的均方差，亦
即（!&）’"$6

／2；自由能涨落可用描述线性表面生

长的89:;&9(<=>-+>?(,?方程予以刻划：(76@6时

!)"$6／A，(72@6时!)"（-?$）6／2"
当温度!!"时，横向涨落!#"$"（(76@6

时"72／3，(72@6时"#"#B），自由能涨落!)"
$#（(76@6时#76／3，(72@6时##"#2），该结
果与以前的理论分析和数值模拟结果相一

致［C，D，2D—32］4零温度时的能量涨落和自由能涨落完
全相同4
有限温度时，6@6维空间上的横向涨落!#和

自由能涨落!)分别由$6／2趋于$2／3和由$6／A趋于

$6／3"对于!$"#2$，有如下标度关系：!#7!2*6·
（!!A$）和!)7!+6（!!A$）（见图2），这与0E;&
和F;E>-.［3A］的理论分析的结果相一致4在2@6维
空间，有限温度时的横向涨落!#和自由能涨落!)
分别由$6／2趋于$"#B和由（-?$）6／2趋于$"#2"图3（;）
和3（G）显示当!$"#6和!$"#2时分别有标度关
系!#7!*2（!!2$）和!)7!+2（!!2-?（6@2"$）），
自由能涨落由弱耦合向强耦合转变的转捩时间$#：

-?$#"!2，这正是);?H等
［3"］利用场论方法得到的

理论分析结果4这样在6@6维和2@6维空间上，横
向涨落和自由能涨落均没有相变，聚合尺度较小时

呈8= 弱耦合性质，随着聚合尺度的增加，将向

I%J强耦合性质转变4

图2（;）6@6维空间上的横向涨落（!#）2和（G）6@6维空间上的自由能涨落（!)）2标度关系曲线
“%”，“&”，“’”，“(”，“)”和“*”分别对应于温度!76"，$，2，6，"#$，"#2$

图3（;）为2@6维空间上的横向涨落（!#）2标度关系曲线 其中“%”，“&”，“’”，“(”和“)”分别对

应于温度!76，63
，6
$
，6
C
，6
6"
；（G）为2@6维空间上的自由能涨落（!)）2标度关系图 其中“%”，

“&”，“’”，“(”，“*”，“+”和“,”分别对应于温度!7$，2，6，62
，6
3
，6
A
，6
$
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对于比热!!（"，#），数值模拟结果显示在"#"
维和$#"维空间上均有!!（"，#）!#；当""%时，

!!（"，#）／#!"!（$&"#"时!#"’(，$&$#"时!

#"’)）；""!时，!!（"，#）／#!"$／"$，其中"为
（*%’+，%’+）之间均匀分布随机数的均方差（见图

,）%由比热的该特性可知，除零温度外"#"和$#"
维空间上的系综能量涨落在聚合尺度#较长时有
（"&）’!#"

／$（见图+）%对于"$"／(，在"#"空间
上有标度关系（"&）’&-"

／$"("（-*"’+
／"#）；在$#"

维空间上，（"&）’&-%’"
／"($（-*%’+

／"#）（见图)）.

图, 不同聚合尺度#时的比热随温度" 的变化曲线 （/）为$&"#"，#&"%%，+%%，"%%%，

$%%%；（0）为$&$#"，#&+%，"%%，"$%，"+%

图+ 不同温度"时，系综能量涨落（"&）$’随聚合尺度#的变化曲线 （/）为$&"#"，"&"%，
"
$
，"
(
，

"
,
，"
)
，"
1
，"
$%
（从上到下）；（0）为$&$#"，"&"，"(

，"
+
，"
2
，"
"%
，"
"+
，"
$%
（从上到下）

图) 系综能量涨落（"&）$’标度关系曲线 （/）为$&"#"，其中“%”，“&”，“’”，“(”，“)”和“*”分

别对应于温度"&""$
，"
"%
，"
1
，"
)
，"
+
，"
(
；（0）为$&$#"，其中“%”，“&”，“’”，“(”和“)”分别对应

于温度"&"$+
，"
$%
，"
"+
，"
"%
，"
(
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内能涨落（!!）" 较为复杂，随温度并非单调变
化（见图!），但我们可以通过研究熵涨落来了解它
的性质"数值模拟结果显示有限温度时#$#维空间
上的熵涨落有：!#!$#／%（见图&），这与’()*+,和

-.)+［/0］的早期讨论结果相符"熵涨落在"1"21

34%处达到最大值，并有""5时（!#）%／$%"67和

""3时（!#）%／$%"（见图8（9））&熵涨落在零和无
穷高温度时均趋于零，此时的内能涨落和自由能涨

落完全相同&有限温度时，由方程（&）可知#$#维空
间上的内能涨落在长聚合尺度时有（!!）"!$#

／%&

图! 不同温度"时，内能涨落（!!）%"随聚合尺度$的变化曲线 （9）为’1#$#；（:）为’1%$#

图& 不同温度"时，在#$#维空间上熵涨落（!#）%随聚合尺度$的变化曲线 （9）为"1#0
，#
&
，

#
#3
，#
#0
，#
%3
，#
/3
，#
73
，#
03
（从上到下）；（:）为"1#3，0，%，#，#%

，#
/
，#
7
，#
0
（从下到上）

仔细分析计算结果，我们发现%$#维空间上定
向聚合的熵涨落和#$#维空间上的情况可能会有
所不同"熵涨落在零和无穷高温度时均趋于零；在
"1";134#3!0处达到最大值；当"#";时，在
双对数图上熵涨落（!#）%随时间$的变化斜率逐步
增加而趋于#（见图#3（9）），亦即此时熵涨落!#"
$#／%且有""3时（!#）%／$""，这和#$#维空间上
的情况相类似；但当"$";时，在双对数图上熵涨
落（!#）%随时间$的变化斜率却缓慢减小（见图#3
（:）），若这种趋势不会因为聚合尺度$的进一步增
大而改变的话，就会有$"5时（!#）%／$"3；这样的
话熵涨落!#在其取最大值时的"1";处将发生

相变：令<(=
$"5

（!#）%
$ 1!（"），当3#"#";时，!（"）

$3；当"$";时，!（"）13（见图8（:））"我们采用
下述近似计算方法将%$#维空间上的计算时间长
度增至$1#333，对此结果进行检验"
由于定向聚合的横向涨落!("$"（’1%$#时

"%34>），故当$)#$时定向聚合的所有路径中的另
一端点!（$)）落入区域&!（$)）&$*$"（*为量阶为#
的常数）的概率很小且随其端点的横向偏移&!（$)）&
的增大呈指数衰减，这样在对定向聚合问题进行数

值模拟时可以在横向加上一个限制&!（$)）&#*$"近
似取代原定向聚合问题&我们数值模拟聚合尺度为

$1#333的定向聚合问题时，用计算区域#333?&3
?&3取代#333?#333?#333，使得计算量大为减
小&我们用此近似方法计算得到的%$#维空间上熵
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图! 单位聚合长度下的熵涨落（!!）"／"在不同聚合尺度"下随温度#的变化曲线 （#）为

$$%&%，"$’(，’((，%(((，"(((；（)）为$$"&%，"$%((，*((，+((，%(((（从上到下）

图%( 不同温度#时，在"&%维空间上熵涨落（!!）"随聚合长度"的变化曲线 （#）为

#$ %!,*
，%
"(
，%
*(
，%
-(
，%
’(
（从上到下）；（)）为#$%"

，%
*
，%
-
，%
’
，%
+
，%
.
，%
!,*
（从下到上）

涨落的计算结果与计算时间长度为"$%’(时
没有作出近似时的结果相类似，出现相变迹象（见图

!（)））/
由方程（0）可得，当#!#1时，"&%维空间上

的内能涨落有（!%）#""%
／"&但###1时，内能涨

落可能会有234
"$5

（!%）"#
" $(，亦即"&%维空间上内

能涨落在熵涨落达到最大值时也将可能发生相变：

令234
"$5

（!%）"#
" $!（#），当(!#!#1时，!（#）#(；

当###1时，!（#）$(&

- 结 论

本文对%&%和"&%维空间上的定向聚合问题
进行了系统的数值模拟，对并未给予足够关注的定

向聚合的能量涨落进行了深入的研究/本文的数值
模拟结果表明在%&%和"&%维空间上横向涨落及

自由能涨落均没有相变，在任意温度下将趋于零温

度时强耦合下的结果/而能量涨落则较为复杂，在有
限温度下可以定义两种能量涨落：一种为系综能量

涨落（!%）’；另一种为内能涨落（!%）#/这两种能
量涨落之间的差别可以用比热予以刻划/为了弄清
内能涨落的物理性质，我们引进熵这一物理量，并研

究其涨落特性/在零温度和无穷高温度这两种极限
情况下，由于比热和熵涨落均趋于零，这两种能量涨

落和自由能涨落将会完全相同/在有限温度下，在%
&%和"&%维空间上，聚合尺度（时间）"较大时，由

比热(6（#，"）""可以推得系综能量涨落（!%）’"
"%／"，在%&%维空间上任意有限温度下熵涨落!!
""%／"，故可得内能涨落（!%）#""%

／"，亦即%&%维
空间上这两种能量涨落以及"&%维空间上的系综
能量涨落均远大于自由能涨落/另外，数值模拟结果
显示"&%维空间上熵涨落的物理性质可能较为复
杂，在"&%维空间上熵涨落在其达到最大值处可能
发生相变/若此结论是正确的话，那么内能涨落在熵
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涨落达到其最大值时也将发生相变，只在低于该临

界温度时（除零温度外）才有（!!）"!#!
／"#该结论

有待于今后进一步研究工作的检验#

作者感谢$%&’())%*大学的+,)-.-/%0)1*教授和23)’
4010大学的5-6,3+7,8%&9:教授给予的悉心指导和鼓励#

［!］ +#;#<=8%&=6，>#?#@1)A1*6-*，$%&’()&*(+&’(,&-.&-，

!"#$（!BC"），!D#
［"］ 4#E#$%&%FG61，/#<#+9%*)3H，;&%79%)I-*73J961*+K&L%73

M&-89,（I%.F&1=N3O*103&619HP&366，I%.F&1=N3，!BBQ）#
［R］ 5#<=3*，1*P&-733=1*N6-L9,3;-K&9,$3&A)3H+H.J-61K.-*

5%9,3.%917%)+9%9169176%*=P&-F%F1)19H，S-)K.3!：$1-)-NH
%*=P&-F)3.6-L/3%)9,，3=193=FHT#U3H.%*（O*103&619H-L

I%)1L-&*1%P&366，$3&A)3H，!BV!），JJ#""RW"RB#
［X］ 5#T#S-)=，/(0&11(+’2(，$%（!BQB），!VC#
［Q］ T#5#Y1.，T#5#Y-693&)19:，$3*4()56(,5##(，&’
（!BCB），""CB#

［V］ 2#/%)J1*’/3%)H，Z#I#[,%*N，$3*4()57(，’(%（!BBQ），

"!Q#
［D］ 5#Y%&=%&，M#P%&161，Z#I#[,%*N，$3*4()56(,5##(，(&
（!BCV），CCB#

［C］ 5#+7,8%&9:，+#;#<=8%&=6，!8%&73*4(,5##(，’)（!BB"），

R\!；$3*4()56(，*(+（!BBC），QDR\#
［B］ Y#5-63&，T#Y3&9]6:，>#<#@-)L，$3*42’9，!$+#（!BB!），

"!D#
［!\］ T#Y1.，4#T#$&%H，5#4#5--&3，$3*4()56(，!%%
（!BB!），?XDC"#

［!!］ >#;-&693&，>#?#U3)6-*，5#T#+93J,3*，$3*4()56(，!$&
（!BDD），DR"#

［!"］ <#53=1*%，2#/8%，5#Y%&=%&，Z#I#[,%*N，$3*4(
)56(，!",（!BCB），R\QR#

［!R］ T#P#$-K7,%K=，5#<#I%936，$3*4()56(，*%+（!BBR），

?!XQQ#
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