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应用等效介质理论，提出了一种理论分析光子晶体的新平面波展开法，通过计算光子晶体的能带作收敛性分

析，结果表明，新方法具有精度高、收敛快的优点，明显优于目前通用的二种平面波展开法；与已有的理论方法相

比，新平面波展开法更适用于分析任意介电分布的高维光子晶体结构 (
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", 引 言

光子晶体是近年来发展迅猛的科学研究领

域［"—!］(光子晶体是一种介电材料周期性排列结构，
它对光或电磁波存在禁带———频率区间，光子晶体

禁止该频带内的任何电磁波传播 (在光子晶体中引
入点缺陷，可制成理想的谐振腔，这种谐振腔可改变

原子的自发辐射［&，’］；在光子晶体中引入线缺陷，可

制成新型波导，这种波导无弯曲损耗［-］(光子晶体的
出现，不仅引入了光与物质相互作用的新概念和新

现象，而且将在光信息技术上引发一场革命 (
光子晶体是一种光波长尺寸上的周期结构，目

前光子晶体的实验技术还未成熟 (由于光在光子晶
体中的行为可以用 ./01233 方程精确描述，理论研
究已成为光子晶体研究的重要内容 (光子晶体的理
论研究通常涉及大规模的数值模拟，所以寻找精确、

快捷的理论方法一直是理论研究的重要课题之一 (
人们已提出了多种理论分析方法，如平面波展开

法［%—4］，有限差分时域（5676）法［"#，""］，转移矩阵
法［"$］等，其中平面波展开法是提出最早、应用最广

的方法，该方法具有简便直观、结果完整的优点 (在
实际应用中，平面波展开法通常又有两种形式，一是

所谓的常规平面波展开法［%，)］，另一种是 89等人提
出的方法［4］(已有的研究表明，这两种方法都存在慢
收敛的缺点，从而限制了它们的应用，如用平面波展

开法难以精确求解光子晶体的缺陷模、光子晶体波

导的本征模等 (
平面波展开法慢收敛的原因在于光子晶体的介

电常数分布存在着间断点 (我们认为，等效介质理
论［"!］是解决不连续介质物理问题的有效途径，把等

效介质理论应用到平面波展开法中，必将大大改善

理论方法的收敛性 (为了能在微型计算机上进行理
论方法收敛性的数值分析，我们将以计算一维、二维

光子晶体的能带为例 (本文提出的新方法可以推广
到三维光子晶体 (

图 " 一维光子晶体结构示意图（!为光子晶体的周期长度）
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!" 平面波展开法

为了简洁地表达等效介质理论在平面波展开法

中的应用方法，我们先分析一维光子晶体的光子能

带 #考虑一维光子晶体如图 $，两种介质沿 ! 轴交替
周期排列 #这种结构存在着两种电磁模式，即 % 偏
振和 &偏振，前者 ! ’ "##(，后者 ! ’ "!!( ) "$$( #如
果电磁波仅沿 ! 轴方向传播，则 "! ’ *，上述两种模
式简并 #我们将分析 &偏振模，这种模式物理内容
较为丰富 #光子晶体的 &偏振模式场可用如下 +,-.
/011方程组描述

2!"! 3 !!!"$ ’ 2"#* %#， （$,）

3!%# ’ 3 2"$*$"!， （$4）

!
!!%# ’ 3 2"$*$"$， （$5）

这里!是场沿 $ 方向的传播常数，$* 和#* 分别是

真空介电常数和真空磁导率 # 对相对介电常数

$（!），"!，$和%# 作 6789209级数展开

$ ’ !
:

& ’ 3:
$& 0-;（2’&!），

"!，$ ’ !
:

& ’ 3:
(!，#；& 0-;｛2（’& ) )!）!｝0-;（2!$），

%# ’ $*

#"* !
:

& ’ 3:
*& 0-;｛2（’& ) )!）!｝0-;（2!$），

这里 ’& ’ !"&<%，%是光子晶体的周期长度 #将上
述表达式代入方程（$,）—（$5），可以得到如下代数
方程：

!"! 3 !"$ ’ "+ #，

!# ’ "+ ""!，

!# ’ "+ ""$， （!）

其中，向量 # 定义为 # ’（⋯，* 3 &，⋯，**，⋯，*&，

⋯）；向量 "! 和 "$ 的定义与# 类似 #矩阵 !和 "分

别定义为 !&，, ’（’& ) )!）&&，,，"&，, ’$& 3 , #从方程
（!）可推导出本征值方程

（!"3$! )!
!"3$）# ’ "

!

+! # # （=）

显然，这对应 &7方法应用的本征值方程 #如果先对
方程（$4）和（$5）两边除以$函数，再做 6789209变换，
则得到的本征值方程是

（!#! )!
!#）# ’ "

!

+! #
， （>）

这里，矩阵 #&，, ’ -& 3 ,，-. 是周期函数 $<$的 67892.
09级数展开系数 #
方程（>）对应常规平面波展开法的本征值方程，

在先前的文献中都是直接从波方程

#

?［$<$］

#

?
$ ’（"! < +!）$ 中导出的 # &7等人认为无穷矩阵 #
’ " 3 $，他们先用这个关系式改写方程（>）而得到方
程（=），然而再做平面波截断，以改善常规平面波展
开法的收敛性 #需要指出的是，由于$是个间断函
数，实际上无穷矩阵 ##" 3 $ #以上的理论分析表明，
&7等人的方程实际上可以合理地从 +,-/011方程组
导出 #

= " 等效介质理论的应用

下面给出等效介质理论在平面波展开法中的应

用途径 #在一个光子晶体结构周期内对 ! 和$取
样，为此把周期单元［ 3%<!，%<!］均匀分成 !/ ) $
个小区域，每个小区域中心的场 !&（& ’ 3 /，3 /
) $，⋯，*，⋯，/ 3 $，/）用该区域的平均场来表示 #
应用等效介质理论［$=］，小区域的介电性质可用如下

等效介电张量来表示

$$& ’
$%& * *
* $&& *
* * $&









&

，

这里$%& ’$$$! <（ 0$，&$! ) 0!，&$$），$&& ’ 0$，&$$ )

0!，&$!，0$，&和 0!，&分别为小区域& 内介质$$ 和$! 的

填充率，有 0$，& ) 0!，& ’ $#
磁场 %# 是连续函数，我们用有限个平面波来

近似，即

%# ’ $*

#"*!
/

, ’ 3 /
*, 0-;（2（’, ) )!）!｝0-;（2!$），（@）

将（@）式代入（$4）和（$5）式（注意$用$$来替代），可
求得

"!，& ’ +
"!$

3$
%&!

/

, ’ 3 /
*, 0-;（2（’, ) )!）!&｝0-;（2!$），

"$，& ’ 3 +
"$

3$
&&!

/

, ’ 3 /
（’, ) )!）*,

? 0-;（2（’, ) )!）!&｝0-;（2!$），
（& ’ 3 /，3 / ) $，⋯，*，⋯，/ 3 $，/）#（A）
用平面波拟合 "! 和 "$，即
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!"（"，#）! $
!"!

%

& ! " %
’& #$%｛&（(& ’ )"）"｝#$%（&"#），

!#（"，#）! " $
!!

%

& ! " %
*& #$%｛&（(& ’ )"）"｝#$%（&"#），

（(）
则有

’& ! )
*% ’ )!

%

+ ! " %
!

%

, ! " %
#")
", #$%（" &(&" +",[ ]） -+，

*& ! )
*% ’ )!

%

+ ! " %
!

%

, ! " %
#")
#, #$%（" &(&" +",[ ]） -+ +

将（(）式代入（),），经整理可得到新本征值方程

（!"-! ’"
*".）! ! !

*

$* ! + （/）

这里，向量 ! 和矩阵 !的定义与先前一致，矩阵 "-
和 ".定义为

"-+，. ! )
*% ’ )!

%

, ! " %
#")
#, #$%（" &(+" .",），

".+，. ! )
*% ’ )!

%

, ! " %
#")
", #$%（" &(+" .",）+

这里 +，. ! " %，" % ’ )，⋯，0，⋯，% " )，%；(+ " . !
*!（ + " .）1$，", ! ,$1（*% ’ )）+
应用等效介质理论，我们推导出了一维光子晶

体的新本征值方程 +在二维光子晶体情形，同样可以
对一个周期单元进行均匀分割取样，这时小区域的

等效介电张量通常有非零非对角项 +先设定 " 的平
面波表达式，从方程（

"

2 "）,& ! " &!#0#
$

,&#,&可推

导出#,&表达式，然而拟合 # 场的分布，再代入方程
（

"

2 #）,& ! &!%0",&，便可导出二维光子晶体的新

本征值方程 +三维光子晶体的相应本征值方程也可
以类似得到 +

3 4 数值分析

我们以文献［)3］中的一维光子晶体结构为例进
行数值分析，基本参数为#) ! )，#* ! )5；$) !$* !

$1*，这里$) 和$* 分别是介质层#) 和#* 的厚度 +
文献［)3］给出了在"! 0情形该结构的带隙结构 +下
面通过计算这个光子晶体的（光子）能带来分析三种

平面波展开法的收敛性 +为不失一般性，我们将固定
)" !!1*$ +
首先考虑" ! 0 特殊情形，这时光仅沿垂直介

质层方向传播 +图 *（,）（6）分别给出了第一、第二能
带上对应 )" !!1*$ 点的归一化频率（对应光子能
量）的收敛性 +我们看到，78方法和本文提出的新方

法的收敛性都显著优于常规平面波展开法 +数值分
析表明，在第一能带上，归一化频率的相对误差要小

于 )9，则常规平面波展开法要求平面波个数大于
3)，而另两种只要求大于 5个；在第二能带上，相应
的要求是常规平面波展开法是 /) 个，78 方法是 :
个，而新方法是 (个 +"! 0是一个特殊情况，这时的
电场分布是连续的 +

图 * 用三种不同平面波展开法计算得到的归一化频率随平面

波数目的变化 （,）在第一能带上，（6）在第二能带上；"! 0，)"
!!1*$

现在来考虑一般情形，即 !"%0 +取"!!1$，这时在
介质界面上有 !" 1!#&)，电场在光子晶体中的分布
不再是连续 +图 5（,），（6）给出了第一、第二能带上
归一化频率的收敛性 +数值分析表明，在较高的能带
上，78方法的收敛性并不优于常规平面波展开法，
这一点可以从图 5（6）看出；而新方法仍具有快收敛
性 +在第二能带上，我们发现，归一化频率的相对误
差要小于 )9，则已有的两种平面波展开法都要求
平面波的个数大于 5)，而新方法在 (个平面波时的
相对误差仅为 04;9 +在第一能带上，新方法相应要
求的平面波个数是 )5，略优于 78方法，但明显优于
常规平面波展开法 +
以上数值分析表明，应用等效介质理论，可以显
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图 ! 用三种不同平面波展开法计算得到的 "偏振模归一化频

率随平面波数目的变化 （#）在第一能带上，（$）在第二能带上；

!%!&"，!" %!&’"

著地改善平面波展开法的收敛性 (然而一维光子晶
体比较特殊，在二维和三维光子晶体情形，等效介质

理论给出的垂直方向和水平方向的有效介电常数和

一维情况不同，这时的等效介电张量通常有非零非

对角项 (为了表明这种情况下，等效介质理论在平面
波展开法中的应用仍然有效，我们计算了二维光子

晶体（圆介质柱在空气中正方排列）的 "偏振模（或
)*模）在 # 点的本征频率 (等效介电张量在二维情
形有形式

#!+,, %

$’
-#" . $’

’## $- $’（#" /##） 0

$- $’（#" /##） $’
-## . $’

’#" 0
0 0 #











#

，

这里，#" %#-#’ &（ %-#’ . %’#-），## % %-#- . %’#’，%-
和 %’ 分别为介质#- 和#’ 在小面元内的填充率，两

种介质界面法向的单位矢量为 ! %（$-，$’，0）(类似
于已有的平面波展开法，对磁场 " 的平面波展开采
用如下形式：

" % $
&

’，$ % / &
#’$ +12（3’!（’"4 . $(4）&)｝+12（3$%），

（5）

这里，)为光子晶体周期；$ % !""4 . !((4，!"，!(%［ /!&
)，!&)］(数值计算采用的二维光子晶体参数为［-6］#- %
-，#’ % 7(5（介质柱），*&) % 0(’（*为介质柱半径）(

图 6 二维光子晶体情形下三种平面波展开法的收敛速度比较

（波矢 $ 固定在#点）（#）在第一能带上，（$）在第二能带上

图 6（#）给出了三种平面波展开法的相对计算
误差随平面波数目的变化关系 (可以看出，常规平面
波展开法的收敛性很差，相对误差小于 -8 要求平
面波数目大于 !’65 个；"9 等人的方法与本文的新
方法则表现了很好的收敛性 (但是，"9等人方法的
快收敛性只是表现在第一能带上（# 点），在第二能
带上则收敛很慢，相对误差 -8 对应的所需平面波
数目为 :’;，见图 6（$）(相比之下，本文提出的新方
法在二个带上都表现了良好的收敛性，相对误差小

于 -8分别要求平面波数目大于 -:5个（第一带）和
-’-个（第二带）(
需要指明的是，上述计算中采用的场的平面波

展开形式（（5）式），似乎没有很好地遵循低价平面波
优先的原则 (从低价平面波优先出发，场的平面波展
开似乎应采用如下形式：
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! !!
!

" ! " !
!

# # #" !$ " "# $

"#" %&’（($!（#$) * "%)）+&｝

, %&’（(#$）- （./）
对上述二维算例，我们分析了在（./）式平面波展开
形式下新方法（应用了等效介质理论）的收敛性质，

结果表明，新方法仍表现出了快收敛性，如在前面的

例子中，在第一、第二带上（# 在 ’ 点），相对误差小
于 .0分别要求平面波数目大于 .12个和 3.个（见
图 4（5）和（6））-综合先前的结果，可以肯定本文的
新方法确实优于已有平面波展开法 -

7 8 总结与讨论

应用等效介质理论，我们提出了一种新平面波

展开法，通过计算一维、二维光子晶体的能带，结果

表明，新方法具有精度高、收敛快的优点，明显优于

目前通用的二种平面波展开法 -根据平面波展开算
法的特点，平面波数目降低到 .+! 倍，则内存需要
降低到 .+!$ 倍，计算时间降低到 .+!9 倍，所以新平

面波展开法有利于在微型计算机上进行复杂的光子

晶体数值分析 -我们的理论工作也表明，这种新方法
容易推广到三维光子晶体；结合超胞技术，这种新方

法可以用于分析光子晶体的缺陷模和光子晶体波导

的本征模 -新平面波展开法具有快收敛性，主要在于
应用等效介质理论较好地处理了光子晶体的物理边

界问题，而已有的平面波展开法在这个问题上没有

做任何努力 -
已有的平面波展开法在计算三维光子晶体能带

结构以及光子晶体缺陷模和光子晶体波导本征模

（包括二维情形）时，通常遇到了较严重的收敛性或

计算精度问题 -我们没有在这种情况下做新方法与
已有平面波展开法的收敛性比较，主要是用已有平

面波展开法难于获得数值问题的收敛点 -我们认为，
本文所示的数值分析足以表明，与已有的平面波展

开法相比，新平面波展开法具有非常可靠的快收敛

性，更适于分析三维光子晶体以及光子晶体缺陷模

和光子晶体波导 -
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