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给出了具有 ’()!（!! !）型标量势和矢量势的 *+,-)./0120)方程和 3-1(4方程的 5波束缚态解，并与无限深球方势
阱的情况进行了比较 6
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% 9 引 言

众所周知，在强耦合条件下，在势场中运动的粒

子的相对论效应变得十分重要［%］，而在考虑相对论

效应时，处于势场中运动的粒子需要用 *+,-)./0120)
方程或 3-1(4方程描述 6 30:-);<,=.>2(:,［!］和 ?(+<@.

2(1等人［"］分别给出了具有 A<+’BC) 势的 *+,-)./01.

20)方程的 5波束缚态解和散射态解；胡嗣柱等人［&］

给出了在 A<+’BC)标量势和矢量势相等条件下 3-1(4
方程 5波束缚态解；侯春风等人不仅分别给出了在

D015,和 E0025.F(G0) 标量势和矢量势相等条件下

*+,-)./0120)方程和 3-1(4方程的 5波束缚态解［8，7］，

而且给出了相对论性氢原子径向算符矩阵元的通项

计算公式［H］；陈刚［I］给出了在 JK54B+.?,++,1标量势和

矢量势相等条件下 *+,-)./0120)方程和 3-1(4方程 5
波束缚态解 6对于 ’()!（!! !）型势，非相对论的束缚

态能谱结构与无限深球方势阱十分类似，相对论情

况是否也是如此，本文在 ’()!（!! !）型标量势和矢量

势相等条件下，分别给出了 *+,-)./0120)方程和 3-.
1(4方程 5波束缚态解，并与无限深球方势阱及非相
对论情况进行了比较 6

! 9 具有 ’()!（!! !）型标量势和矢量势的
*+,-)./0120)方程的 5波束缚态解

文献［!］指出，具有标量势 "（ !）与矢量势 #（ !）

的 5波 *+,-)./0120)方程为（"L $ L %）

2!

2!! M［% N #（ !）］! N［& M "（ !）］{ }! ’（ !）L #，

(（ !）L ’（ !）[ ]! 6 （%）

在标量势和矢量势相等条件下，（%）式可写为

2!

2 !! N !（% M &）#（ !）M（%! N &![ ]） ’（ !）L #6

（!）

当取 #（ !）为 ## ’()!（!! !）时（参数! L %O（!)）），

#（ !）满足的边条件为

#（ !）L
#， ! L #，
P， ! L ){ 6

（"）

相应的波函数 ’（ !）满足的边条件为

’（ !）L
#， ! L #，
#， ! L ){ 6

（&）

将 #（ !）L ## ’()!（!! !）代入（!）式，得

2!

2!! N !（% M &）## ’()!（!! !）M（%! N &![ ]） ’（!）L #6

（8）

令

’（ !）L 405N!#（!! !）*（ !）， （7）

式中无量纲参数#为

# L %
&

I（% M &）##

!!
!

! M! % N[ ]% ， （H）
得 *（ !）满足

2! *
2!! M &#!!’()（!! !）2*2! M &!!

!
!（+! N#!）* L #，

（I）

式中
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为另一个无量纲参数 (引入变量 % ! )*+$（!" &），（,）

式可化为超几何方程

%（- # %）.
$ ’
. %$ " -

$ #（- # $#）[ ]% .’
. %

"（ !$ ##$）’ ! %， （-%）

与超几何方程的标准形式

%（- # %）.
$ ’
. %$ " $ #（% "& " -）[ ]% .’

. % #%&’ ! %

（--）

比较，相应参数为% ! #（ ! "#），& !（ ! ##），$ !
-/$，考虑到边条件 (（%）! %，可取

’ ! 0（# ! ##，! ##，-/$；%）( （-$）
它在 % ! %点（即 & ! %）取有限值 (
为便于利用束缚态边条件（在 % ! -，即 & ! )

点），利用

0（%，&，$；%）!（- # %）# * 0 %，$ #&，$；
%

% #( )- ，
（-1）

将 ’ 改写为

’ !（- # %）!"# 0 # ! ##，
-
$ # ! "#，

-
$；

%
% #( )- (

（-&）
为保证 % 趋于 -时波函数趋于零（束缚态），（-&）式

作为
%

%( )# - 的幂级数，必须中断为一个多项式，即

要求（ # ! ##）或
-
$ # ! "( )# 为零或负整数 (实际

上，只有第二种情况符合要求，即

! ## # -
$ ! +， + ! %，-，$，⋯ （-2）

将 ! 和#代入，得

（"+ " #）（"+ # # " $$%! ）# $$%（"+ " #）"!
$
"

$

! &

! $+ "( )-
$ !"， + ! %，-，$，⋯ （-3）

（-3）式即为具有 45+$（!" &）型标量势和矢量势的
678*+9:;<.;+方程 )波束缚态满足的能谱方程，相应
的波函数为（未归一化）

(+（ &）! =;)#$#（!" &）(0 # $# # + # -
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+ " -
$，

-
$；)*+

#$#（!" & )） ( （->）

1? 具有 45+$（!" &）型标量势和矢量势
的 @*<5=方程的 )波束缚态解

文献［&］指出，具有标量势 ,（ &）和矢量势 $（ &）
的 @*<5=方程为（’! - ! -）

!·! "& # " ,（ &[ ]{ }） ( ! " # $（ &[ ]）((
（-,）

在相对论情况下，中心力场中粒子的守恒量完全集

可以取为（.，"，#$，#%），（.，"，#$，#%）的共同本征

函数为

( ! -
&

/+，0（ &）)1
232

*4+，0（ &）)5
23







2

当 0 ! 2 " -
$( )时 ，
（-’）

( ! -
&

/+，0（ &）)5
232

*4+，0（ &）)1
23







2

当 0 ! # 2 "( )-
$( )时 ，
（$%）
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把（-’）式或（$%）式代入（-,）式，可分离出 @*<5=方程
的径向部分为

. /

. & # 0
& / ! # " " " ,（ &）# $（ &[ ]） 4，（$$）

.4

. & " 0
& 4 ! # # " " ,（ &）" $（ &[ ]） / (（$1）

在标量势和矢量势相等情况下，方程（$$）和（$1）
变为

. /

. & # 0
& / !（# " "）4， （$&）

.4

. & " 0
& 4 ! # # " " $$（ &[ ]） / ( （$2）

把（$&）式代入（$2

[
）式，可得

.$

. &$ # $（" " #）$（ &）"（"$ # #$）

# 0（0 # -）
& ]$ / ! %( （$3）

对于 )波，即 0 ! -，方程（$3）变为
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! !" # "（" $ #）$（ !）$（"" # #" ]） % % &’

（"(）
当 $（ !）% $& )*+"（!! !）时，方程（"(）与方程（,）完全

类似，于是立即可得束缚态的能谱 "&，-所满足的方

程为

（"&，- $ #）（"&，- # # $ "$&! ）# "$&（"&，- $ #）$!"
!

"! ./

%（"& $ -."）"!， & % &，-，"，⋯ （"0）
与 "&，-相对应的 % 分量的径向波函数为（未归一化）
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-
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把（"6）式代入（"/）式，可得
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-
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把 %&，-（ !）和 ’&，-（ !）代入（-6）式，可给出 859*1方程
的 3波旋量波函数 ’

/ : 无限深球方势阱 ;<=5+>?29!2+ 方程
的 3波束缚态解

在标量势和矢量势相等情况下，无限深球方势

阱中 3波的 ;<=5+>?29!2+方程为
!"

! !" # "（" $ #）$（ !）$（"" # #"[ ]） (（ !）% &，

（7-）
其中

$（ !）%
&， ! @ )，
A， ! B ){ ，

（7"）

) 为势阱宽度，容易求出其能谱为

"& % #" $（& $ -）"!"

)! " ， & % &，-，"，⋯

（77）

由此可以看出，处于无限深球方势阱与 )*+"（!! !）型
势阱中运动的粒子，其相对论的束缚态能谱，无论基

态和激发态都不相同（比较（-C），（"0）和（77）式）’

, : )*+"（!! !）型势 D1E9F!5+G=9方程的 3
波束缚态解

众所周知，非相对论中心场径向波函数满足的

D1E9F!5+G=9为（$% -）

*H（ !）$ "
! *I（ !） [$ "#（" # $（ !））

# +（ + $ -）
! ]" *（ !）% &’ （7/）

令 *（ !）% (（ !）. !，得 (（ !）满足的方程为

(H $ "#（" # $（ !））# +（ + $ -）
![ ]" ( % &’（7,）

对于 3波，方程（7,）可写为
!"

! !" # "#$（ !）$ "[ ]#" ( % &’ （7C）

当取 $（ !）% $& )*+"（!! !），边界上 $（ !）满足

$（ !）%
&， ! % &，
A， ! % ){ ，

（7(）

其中 ) % -."!为势阱宽度，故得波函数 (（ !）满足的
边条件为

(（ !）%
&， ! % &，
&， ! % ){ ，

（70）

所以 3波 D1E9F!5+G=9方程可写为
!"

! !" # "#$& )*+"（!! !）$ "[ ]#" ( % &’ （76）

令

(（ !）% 123#"#（!! !）,（ !）， （/&）
其中无量纲参数#为

# % -
/

0#$&

!"
!

" $! - #[ ]- ， （/-）

则 ,（ !）满足
!" ,
! !" $ /#!!)*+（!! !）!,! ! $ /!"

!
"（ -" ##"）, % &，

（/"）
其中

- %
#（" $ $&）

"!"
!! " ’ （/7）

方程（/"）与方程（0）完全一致，故立即可得

- ## # -
" % &， & % &，-，"，⋯ （//）

将 - 和#代入，得

,,/-(期 郭建友：)*+"（!! !）型势阱中相对论粒子的束缚态



!"，! " #!#
!

#

# " $" $( )%
#

#

& $!， " " !，%，#，⋯

（’(）

由（’%）式可算出 $! "!
#
!

#

#（#"
# $"），代入（’(）

式，得

!"，! " #!#
!

#

# "# $ " $ #"" $ "# $( )%
’ )（’*）

当取 $! "!
#
!

#

# 时，"" %
#，于是可得能谱公式为

!"，! " !#

##%# "（" $ #）$ !#

’#%#， " " !，%，#，⋯

（’+）
而在无限深球方势阱

$（ &）"
!， & , %，
-， & .{ %

（’/）

中运动的粒子，其 01234567893方程 : 波束缚态解的
能谱为

! :;
"，! " !#

##%#（" $ %）# " !#

##%# "（" $ #）$ !#

##%#，

" " !，%，#，⋯ （’<）

由此可以看出，处于无限深球方势阱与 =>7#（!! &）型
势阱中运动的粒子，其非相对论的束缚态能谱，除基

态外，激发态能谱完全一致（比较（’+）与（’<）式）)

* ? 结 论

综上所述，可以看出，具有相等的标量和矢量

=>7#（!! &）型势函数的 @A967BCD35D7方程和 E63>1方
程的 :波束缚态解可严格求出，相应的束缚态能谱
满足完全相同的方程，如（%*）和（#/）式 )但具有相等
的标量和矢量 =>7#（!! &）型势函数与无限深球方势
阱束缚态能谱，无论基态或激发态，都完全不同（比

较（%*）与（FF）式）)非相对论的 =>7#（!! &）型势函数
与无限深球方势阱（比较（’+）与（’<）式），除基态外，
激发态能谱完全一致 )这表明在同一势场中运动的
粒子，非相对论的 01234567893能谱与相对论的 @A967B
CD35D7或 E63>1能谱差异很大，在强耦合条件下，在
势场中运动的粒子需要用 @A967BCD35D7方程或 E63>1
方程处理，用 01234567893方程近似是不合理的 )
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