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环形非球谐振子的势能函数为 !（ "，!）(
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，其精确的能谱方程和归一化的波函

数已经获得 -在此基础上，给出了环形非球谐振子径向矩阵元的通项公式和不同幂次径向矩阵元之间所满足的递
推关系 -作为特例，讨论了球谐振子、非球谐振子和环形振子的有关结果 -
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$ 引 言

众所周知，球谐振子是量子力学中可精确求解

的问题之一［$，!］-它在原子核的壳层结构模型中得到
了广泛的应用［’］，在原子核结构的研究中占有重要

地位 -最近人们获得了它的径向矩阵元的通项公式
和不同幂次矩阵元之间所满足的递推关系［"，/］，解决

了矩阵元的计算问题 -然而实际问题往往是偏离谐
振模型的，因此研究一些非谐振模型如非球谐振

子［.］和环形振子［%—$$］等不仅具有实际意义，而且也

具有重要的理论意义，这是因为量子力学中能够精

确求解的问题为数不多 -最近，文献［$!］提出了一个
新的精确可解的非谐振模型，其势函数为
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式中 $ 和 % 均为常数 -式中不仅含有平方反比势，
而且还含有环形势部分，所以称为环形非球谐振子，

如此复杂的势函数还能精确求解，除了文献［$!］有
报道外，还未见其他有关报道 -文献［$!］求得了环形
非球谐振子势的 345678+,9:6方程的精确解，给出了
精确的能谱方程和归一化角向波函数与径向波函

数 -由于波函数是归一化的，这就使得其他一些物理
量的解析计算成为可能 -这种情况在其他精确可解
的体系中也同样存在［$’—$/］，所以作为文献［$!］给出
的归一化波函数具体应用的一个实际例子 -本文计
算了环形非球谐振子的径向矩阵元，给出了径向矩

阵元的通项公式，推导出了不同幂次径向矩阵元之

间所满足的递推关系，解决了矩阵元的计算问题 -这
是因为当把环形非球谐振子应用于实际问题时，径

向矩阵元是首先需要计算的，所以本文专门对此进行

了讨论 -本文结果具有普遍性，文献［"—.，$#，$$］中的
有关结果均作为特例包含在本文的一般结论之中 -

! 矩阵元与平均值的通项公式

在球坐标系中，取自然单位（# ( # (" ( $），
环形非球谐振子的 345678+,9:6方程为
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式中
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求解方程（*），得环形非球谐振子的能谱方程和归一
化径向波函数分别为
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式中 /（!，"，+）为合流超几何函数，归一化常数
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由此可知，环形非球谐振子的能谱和径向波函数实

际上由三个量子数 ’ +，’ $ ’，和 % 共同决定，但由于
’ $ ’和 % 共同确定了 !，所以径向状态将由 ’ + 和 !
这两个量子数决定 )
环形非球谐振子的径向矩阵元定义为

〈’ + ! ’ )% ’ ’2 + !2〉!"
3

(

)%(’+ !
（ )）(’2 + !2
（ )）4 )

! *’+ !
*’2 + !2"

3

(

)!$ !2 $ %$# -& )#

·/（& ’ +，! $ *.#，)#）

·/（& ’2 +，!2 $ *.#，)#）4 ) )（5）
利用合流超几何函数和广义拉盖尔多项式的关系［"0］
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利用含有广义拉盖尔多项式的积分公式［"0］
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即得环形非球谐振子的径向矩阵元的通项表达式为
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由于 8-（$）9 & "，所以（"#）式的使用条件为 % 9
&（! $ !2 $ *）)
令 ’2 + ! ’ +，$2 ! $，%2 ! %，则 !2 ! !，于是（"#）

式退化为环形非球谐振子平均值的通项公式
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进一步在上式中令 % ! (，注意这时等号右边的求和
仅 ’ + ! - 有这一项，同时把归一化常数代入上式化
简，最终得〈’ + ! ’ ’ + !〉! ")这一结果是显然的，它充
分说明文献［"#］给出的环形非球谐振子的归一化径
向波函数以及本文获得的环形非球谐振子的径向矩

阵元的通项表达式（"#）完全正确 )

* 矩阵元与平均值的递推关系

上节给出了环形非球谐振子的径向矩阵元和平

均值的计算公式，式中含有阶乘运算和伽马函数 )所
以对于高幂次而言，不仅计算过程极为繁琐，而且计

算精度也不高 )因此，实际计算时可利用（"#）和（"%）
式算出少数几个低幂次的径向矩阵元和径向平均值

的值来，而高幂次的矩阵元和平均值可利用本节推

导出的递推公式来进行计算 )这样不仅可以减少计
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算工作量，更有利于理论分析和研究 !
仿照文献［"，#$］的做法，对于状态 ! % " 和
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第一项进行二次分部积分，并注意利用（#5）式，得
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把（)"）式代入（)+）式，并化简合并同幂次项的积分，得
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式中等号右边第二项的积分可直接利用（+-）式来代
换，第四项的积分则需在（+-）式中将 !" ! $ +，然后

代换这一项的积分，二项的积分代换后，再对（+.）式
进行化简，最后可得
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对比（++）与（+0）式，即得环形非球谐振子的径向矩阵元的递推公式为
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矩阵元〈$ ’ % * " * $( ’ %(〉，〈 $ ’ % * "+ * $( ’ %(〉和〈 $ ’ % * "- *
$( ’ %(〉的值，就可利用（+1）式算出环形非球谐振子
的任意幂次的径向矩阵元 /（+1）式的使用条件就是
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由（%）式可知，当实参数 & 和 ’ 同时等于零时，
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而 ) 就是通常意义下的角量子数，于是（%+）和（+1）
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式就分别退化为球谐振子的径向矩阵元的通项公式 和不同幂次径向矩阵元之间所满足的递推关系
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这与文献［+，-］直接对球谐振子导出的径向矩阵元
的通项公式及其递推关系完全一致，同理当 ’ $ .
或 ( $ . 时，（&(）和（(/）式就分别退化为非球谐振
子［0］或环形振子［&&］的径向矩阵元的通项公式和不

同幂次径向矩阵元之间所满足的递推关系 ,
众所周知，量子理论中 123!456789!方程能够精

确求解的问题屈指可数，这些精确可解的例子不仅

具有检验量子理论本身正确性的理论意义，还可在

实际问题中获得广泛的应用，是众多实际问题近似

解的基础 ,本文及文献［&(］的工作说明，环形非球谐
振子是量子理论中精确可解的又一实例，而且具有

普遍性 ,球谐振子、非球谐振子和环形振子的有关结
果均作为特例包含在本文和文献［&(］的一般结论
之中 ,
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