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由扩展正则作用量导出了高阶微商奇异 ’()*(+),量系统的扩展正则 -.,/0,*恒等式 1从广义约束 2(345/.+系统
相空间中对称性分析，给出高阶微商系统 64*(7猜想的一个反例 1 用正则 -.,/0,*定理、正则 -.,/0,*恒等式和扩展
正则 -.,/0,*恒等式说明在此反例中 64*(7猜想失效，讨论中没有将约束线性化 1
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!北京市自然科学基金（批准号：!%9#""8）资助的课题 1

用奇异 ’()*(+),量描述的系统在相空间中存在
固有约束，为约束 2(345/.+系统 1虽然对约束系统的
64*(7理论及其推广的研究取得了相当的进展，特别
是规范场等场论量子化中的一些主要问题已经得到

解决，但是约束系统 64*(7理论中的若干问题，至今
在文献中仍不断地有所讨论，其中之一就是 64*(7猜
想［!，#］1 64*(7在他的广义正则形式理论中，曾猜想：
所有第一类约束均是规范变换的生成元，它们生成

物理态之间的等价变换 1该猜想涉及约束 2(345/.+
系统量子化中规范条件的选取，在现代量子场论中

占基本地位 1高阶微商理论在规范场理论，在引力场
理论，修正 :;<方程，超对称，非线性!=模型等问题
中有广泛的讨论，也存在 64*(7猜想问题 1然而，关于
64*(7猜想是否有效一直有争议，所有争议均是考察
由扩展 2(345/.+量 !> 导出的运动方程不严格等价

于对应的 ’()*(+),方程［&—8］1 ?(@5,A等人还给出了若
干反例［B，$］1近来，重新讨论了若干反例［C—!"］，指出
?(@5,A等人的反例不是真正的反例，因为他们采用
了将约束线性化的步骤，导致了强等和弱等概念的

混淆［!"，!!］1
本文由扩展正则作用量导出了高阶微商奇异

’()*(+),量系统的扩展正则 -.,/0,*恒等式 1并且基
于广义约束 2(345/.+系统在相空间中的对称性质，
给出了一个高阶微商奇异 ’()*(+),量系统 64*(7 猜
想的新的反例 1由 -.,/0,*第一定理指出 64*(7猜想
在此例中失效；同时，根据正则 -.,0/,*恒等式与扩

展正则 -.,/0,*恒等式对此反例的讨论得出结论：与
第一类约束相联系的约束乘子沿着系统运动的轨线

和离开系统运动的轨线都可能不是任意的，从而说

明了 64*(7猜想在该反例中失效 1所有这些讨论均未
涉及对约束作线性化处理 1
考虑动力学系统的 ’()*(+),量含广义坐标对时

间的高阶微商，即
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其中重复指标代表求和，!7 由（!(）式消去最高阶微
商 %$
（&$）
得到 1对高阶微商奇异 ’()*(+), 系统，广义

2,FF矩阵［"# " K"%$
（&$）"%*

（&*）
］退化，由（!(）不能解出

所有 %$
（&$）
，表明该系统在相空间存在约束 1设初级

第一类约束!"
+""（ + D !，#，⋯，,），第二类约束"-

""（ $ D !，#，⋯，.!）1其中"为 64*(7意义下的弱等
记号 1任意力学量 /（ #；%$

（ ’），)
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$ ）随时间的演化
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其中与初级第一类约束相联系的约束乘子!"（ "）为
任意函数 )而 % % ’

$&$满足 % % ’
$&$｛$$&，$$*｝+%$&$*，｛"，"｝代

表广义 ,-.//-0括号 )设"" 为无穷小参数，由（(）式

可计算出 !（""）的值 )选取另一约束乘子!
—"（ "）时，

可求出 !
—
（""）的值 )两者之差为

"! +&"｛!，#$
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—"（$）］)（1）
（1）式表明初级第一类约束为规范变换的生成
元，取参数分别为&"，’

"，%&" 和 %’
"，相继进行那

样的变换，利用广义 ,-.//-0 括号的 23#-4. 恒等式，
得
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（5）式表明任意两个初级第一类约束的广义
,-.//-0括号也是规范变换的生成元 )｛#$

&，#$
"&｝仍为

第一类约束，它们可能是初级第一类约束，也可能是

次级第一类约束 )这样就将 6.73#猜想推广到高阶微
商系统：所有第一类约束均是规范变换的生成元 )提
出此猜想的依据是约束乘子!&（ "）是任意的 )如果
高阶微商系统 6.73#猜想成立，那么，不仅初级第一
类约束应计入 839.:;-0.30量中，次级第一类约束也
应计入其中 )对于仅含第一类约束的系统，设所含的
初级第一类约束为#$

&!$（ & + ’，<，⋯，’’），次级第

一类约束为((!$（ ( + ’，<，⋯，)&），则系统的正则方
程应由扩展 839.:;-0量 #= 导出
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其中 ?3@730@A约束乘子!"，)
( 是时间的任意函数，

*"代表所有第一类约束，!" 为相应的约束乘子，它
们是任意的，由约束的自洽性要求不能确定它们 )下
面考察与第一类约束相应的约束乘子的任意性

问题 )
假设系统的正则作用量在下列定域变换
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下（其中&+（ "）（++ ’，<，⋯，3）为任意函数）是不变
的，其中 0.+

（ /）和 2（ /）+
. 为线性微分算符，且系统的正

则方程是由扩展 839.:;-0 量 #= 导出的，由正则

C-A;DA7恒等式，沿着系统运动的轨线，有［E］
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算符［E］)对允许 ?3@730@A 量，如果（5）式给出不自洽
的结果，表明 6.73#猜想失效 )如果（5）式确定出与第
一类约束相联系的约束乘子间的某些关系，此时该

约束乘子并非是任意的 )这就对 6.73#猜想的提出产
生疑问，6.73#猜想失效 )
由高阶微商系统作用量的变分原理导出其 =G:H

A7H?3@730@A方程时［’<］，要求等时变分和微商可交换，

即"-
·.
（ /）+ ,/（"-.），在 839.:;-0体制中，我们将其视

为一个基本要求，仿一阶微商情形［’(］同样可证明由

扩展 839.:;-0量 #= 决定的正则作用量
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由于&$（ "）的任意性，可选取它们及其微商在区间
端点为零，（’’）式左端第二项为零，将左端第一个积
分各项作分部积分，根据变分学基本引理和&$（ "）
的任意性，可得扩展正则 C-A;DA7恒等式
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（’(）式也许可确定出与第一类约束相联系的约束乘
子间的某些关系，得出（’(）式并未利用由 #= 确定

的运动方程，（’(）式成立与系统运动方程无关，这说
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明离开系统运动的轨线该约束乘子也有可能不是任

意的 !
（"）式表明与第一类约束相联系的约束乘子沿
着系统运动的轨线可能受到限制，（#$）式表明离开
系统运动的轨线同样也可能受到限制，这违背了 %&’
()*猜想中与第一类约束相联系的约束乘子的任意
性［#］，该猜想在一些反例［"，+］中失效也就很自然了 !
考虑一个二阶微商 ,)-().-/量
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-().-/运动方程表明其在 $，#，& 方向的运动是允
许的 !
过渡到 6)7&89:. 描述，由 ;<9(:-()=<>? 变换，相

应的广义正则动量为
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初级约束为!@ 0 ’（#）# !@，总 6)7&89:. 量 (D 0 (* 3

"!@，其中"（ )）为约束乘子 !由初级约束的自洽性条
件得出次级约束
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时，!5 的自洽性条件自动满足，不再产生出新的次

级约束 !解出 "（ #），%（ 4 #），"（ #）0 #
1 /*# 3 1# 3 *1；

%（ 4 #）0 #
1 /*$ 4 1# 3 *5（其中 *#，*1，*$，*5 为常

数），全部约束!@，!#，!1，!$，!5 均为第一类约束 !
正则 ,)-().-/量为
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在相应的相空间的整体变换
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此守恒量与由位形空间 I:/9J/(定理导出的结果相
同［#1］!
如果 %&()* 猜想成立，其运动方程应该由扩展

6)7&89:.量 (K 导出
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其中$（ )）为另一约束乘子 !因次级约束（#E）—（1@）
式在（1$）式的变换下不具有变换不变性，所以不能
按正则 I:/9J/( 定理，由 (K 出发得到守恒量（1A）
式［#@］，说明 %&()*猜想失效 !
下面从相空间的 I:/9J/(恒等式来考察这个问

题 !系统 ,)-().-/量 !, 在定域变换
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其中%（#）0 "（ #）4 %（ 4 #）!从（1"）式可以看出约
束乘子$1，$$，$5 不是任意的，约束乘子受到限制，

说明与第一类约束相联系的约束乘子沿着系统运动

的轨线可能受到限制，%&()* 猜想在这个例子中不
成立 !
利用扩展正则 I:/9J/(恒等式（#$）讨论这个例

子也可得到结论：约束乘子也不是任意的，表明离开

系统运动的轨线约束乘子同样也可能受到限制，%&’
()*猜想在这个例子中不成立 !
以上从正则 I:/9J/( 定理、正则 I:/J9/( 恒等式
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与扩展正则 !"#$%#&恒等式三个方面讨论 ’(&)*猜想
在新的反例中失效 +而在所有的讨论中均未对约束
线性化 +从前面讨论的例子知道，与第一类约束相联

系的约束乘子不再具有任意性，该猜想在新的反例

中失效也就很自然了 +
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