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通过引入“秩”的概念，对非线性发展方程进行分类，将 ()*+,-椭圆函数展开法推广应用到一类新的非线性发
展方程，并给出了它们的精确周期解 .
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% 3 引 言

求解非线性发展方程精确解在非线性问题的研

究中占有很重要的地位 . 近几年，人们对求解非线
性发展方程精确解提出了许多方法，如双曲函数

法［%—’］，齐次平衡法［/—#］，混合指数法［$，&］等，但人

们对非线性发展方程周期解的研究却比较少，

4+56,+7［1，%"］等利用 89-95:;5)::椭圆函数求得了一些
非线性发展方程的周期解，但求解过程比较麻烦 .
最近，刘等提出了 ()*+,-椭圆函数展开法［%%—%/］，求
得了一大类非线性波动方程的周期解，包括对应的

冲击波解和孤立波解，并指出此方法适用于只含有

偶数阶导数项或只含有奇数阶导数项的非线性发展

方程［%’］. 本文利用文献［%<］提出的“秩”的概念，将
()*+,-椭圆函数展开法应用的方程类型进行推广，
并给出较为准确的结论 . 最后举例加以说明，得到
一类非线性发展方程的新的周期解，这些解也可退

化为对应的冲击波解或孤立波解 .
文献［%<］提出了“秩”的概念 . 设非线性发展方

程的一般形式

!（"，"#，"$，"##，"$#，"$$，⋯）= "， （%）
其中 ! 是关于变元 "，"#，"$，"##，"$#，"$$，⋯ 的多

项式 .
在行波变换

"（$，#）= "（!），! = %（$ > &#） （!）
下，（%）式约化为如下的常微分方程：

’（"，"?，"@，"!，⋯）= "， （’）

其中“?”为A"A!
.（’）式中任何一项可用下列通式表示

（不考虑其系数）为

"%"（"?）%%（"@）%!⋯（"（(））%(， （/）
其中 %) 是实常数，于是可定义该项的“秩”为

"%" B %%% B !%! B ⋯ B (%( . （<）

实际上就是该项中 " 的各阶导数与其相应幂次乘
积之和（可以认为 " 为自身的零阶导数）. 有了“秩”
的概念，我们就可以把所研究的非线性方程分为两

种类型：%）类型"，简称“秩”同类，即各项的“秩”的
取值要么全为偶数要么全为奇数；!）类型#，简称
“秩”异类，即各项的“秩”的取值为奇数与偶数混合

的 .显然，只含有奇数阶导数项或只含有偶数阶导
数项的非线性方程是属于类型"的 .

! 3 ()*+,-椭圆函数展开法

在文献［%’］中，刘等提出了 ()*+,-椭圆函数展
开法 . 假设方程（’）的行波解 "（!）可以展开为下列
()*+,-椭圆正弦函数 :C（!）的级数（()*+,-椭圆正弦
展开法）

"（!）= "
*

) = "
+) :C )
!. （#）

它的最高阶数为

’（"（!））= * . （$）
因为
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!!
!!

" !
"

# " #
$# $% #&’

!(%!!%!， （)）

其中 (%!和 !%!分别为 *+(,-.椭圆余弦函数和第三
种 *+(,-.椭圆函数，且

(%/
! " ’ & $%/

!，!%
/
! " ’ & %/ $%/

!， （0）
%（# 1 % 1 ’）为模数，且

!
!!

$%! " (%!!%!，
!
!!

(%! " & $%!!%!，

!
!!

!%! " & %/ $%!(%!2 （’#）

由（)）式，可以认为 !!& 3!!
& 的最高阶数为

’ !&!
!!

( )& " " 4 &，& " ’，/，5，⋯ 2 （’’）

类似地，有

’ !( !&!
!!

( )& "（( 4 ’）" 4 &，

( " #，’，/，⋯，& " ’，/，5，⋯ 2 （’/）
在（6）式中选择 "，使得非线性发展方程（’）中的非
线性项和线性最高阶导数项的阶数相平衡 2 但应当
指出的是，当 %"’ 时，$%!" 7+%8!，（6）式就退
化为

!（!）" !
"

# " #
$# 7+%8 #

!2 （’5）

这正是双曲正切展开法 2
实际上，（6）式中的 *+(,-.椭圆正弦函数 $%!可

以分别用 *+(,-.椭圆余弦函数 (%!和第三类 *+(,-.
椭圆函数 !%!来替换（分别称为 *+(,-.椭圆余弦展
开法和第三类 *+(,-. 椭圆函数展开法），只不过相
应的（)），（0），（’#）式要做相应地调整，但要注意当
%"’时，(%!（或 !%!）"$9(8!，同时要注意使用不
同的 *+(,-.椭圆函数展开会得到不同的周期解，这
也是文献［’:］给出的结论 2 但是文献［’5］指出此种
方法适应于求解只含有偶数阶导数项的非线性发展

方程或只含有奇数阶导数项的方程，实际上这种方

法的使用范围可以推广为：只要方程是“秩”同类的，

即属于类型!，就可用 *+(,-.椭圆函数展开法进行
求解 2 对于“秩”异类的方程，一般不具有 *+(,-.椭
圆正弦函数展开形式的解，但有可能具有双曲正切

函数展开形式的解 2 这样，对奇数阶导数项和偶数
阶导数项同时存在的方程，只要它们的各项的“秩”

是同类的，也可能具有 *+(,-. 椭圆函数展开形式
的解 2
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例 ’ 考虑对称长波方程［’6］

!)) 4 &!** 4 /(!)!* 4 /(!!*) 4 +!**)) " #，（’:）

将（/）式代入到（’:）式，得到
（ ,/ 4 &）!< & /(,!!< & /(,（!=）/ 4 +,/ -/ !（:） " #2

（’>）
显然，（’>）式即含有偶数阶导数项，也含有奇数阶
导数项，但各项的“秩”分别为 /，/，/，: 均为偶数，
它是“秩”同类的 2 于是，将（6）式代入（’>）式使其中
的非线性项和最高阶导数项平衡，可得

" " /2 （’6）
因而，方程（’:）有下列形式的周期解：

! " $# 4 $’ $%! 4 $/ $%/
!2 （’?）

将（’?）式代入到（’>）式并利用（0）及（’#）式，可得
（& /#(,$/

/ %/ 4 ’/#%: +,/ -/ $/）（$%（!））
6

4（/: +,/ -/ $’ %: & /:(,$’ $/ %/）（$%（!））
>

4（& ’/#%: +,/ -/ $/ & ’/(,$/ $# %/ 4 ’6(,$/
/

4 6,/ $/ %/ 4 ’6(,$/
/ %/ 4 6&$/ %/

& ’/# +,/ -/ $/ %/ & 6(,$’
/ %/）（$%（!））

:

4（’)(,$’ $/ %/ & /# +,/ -/ $’ %: 4 ’)(,$/ $’

4 /,/ $’ %/ 4 /&$’ %/ & /# +,/ -/ $’ %/

& :(,$’ $# %/）（$%（!））
5 4（’#: +,/ -/ $/ %/

& :,/ $/ 4 :(,$’
/ 4 )(,$/ $# 4 :(,$’

/ %/

& :&$/ & :,/ $/ %/ 4 ’6 +,/ -/ $/ 4 )(,$/ $# %/

& :&$/ %/ & ’/(,$/
/ 4 ’6%: +,/ -/ $/）（$%（!））

/

4（ +,/ -/ $’ & ,/ $’ 4 /(,$’ $# & &$’ %/ & &$’

4 /(,$’ $# %/ & ,/ $’ %/ 4 ’: +,/ -/ $’ %/

& ’/(,$/ $’ 4 +,/ -/ $’ %:）$%（!）4 /&$/

4 /,/ $/ & ) +,/ -/ $/ & /(,$’
/

& :(,$/ $# & ) +,/ -/ $/ %/ " #， （’)）

{
由此定得

$/ " 6 %/ ,-/ +
( ，

$# " & ’3/ & & & ,/ 4 : +,/ -/ 4 : +,/ -/ %/

(, ，

$’ " }# ， （’0）

代入（’?）式，最后求得

! " & ’
/

& & & ,/ 4 : +,/ -/ 4 : +,/ -/ %/

(,

4 6 %/ ,-/ +
( $%/（!）2 （/#）

这就是对称长波方程的准确周期解 2同理可获得椭
圆余弦展开和第三类椭圆函数展开形式的解 2取 %
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!!，"#（!）!$%#&（!），上式就退化为

! ’ !
(

" ) #( * + $#( %(

&# ) , #%( $
& $%#&(（!），

（(!）
这就是方程（!-）的孤立波 .
例 ( 二阶 /0#1%23# 4#5方程［!6］

!’’ ) ("!(
( ) ("!!(( ) &!(((( ’ 7， （((）

将（(）式代入到（((）式，得到
#( !8 ) ("（!9）( ) ("!!8 ) &%( !（-） ’ 7.（(:）

显然，（(:）式既含有偶数阶导数项（!8，!（-））又含有
奇数阶导数（!9），但是各项的“秩”分别为 (，(，(，-，
全为偶数的情形 . 于是，将（,）式代入（(:）式使其中
的非线性项和最高阶导数项平衡，可得

) ’ (. （(-）
因而，方程（(:）也具有（!6）式形式的周期解 . 将
（!6）式代入到（(:）式并利用（;）及（!7）式，可得
（(7"*(

( +( ) !(7+- &%( *(）（"#（!））
,

)（(-"*! *( +( ) (-&%( *! +-）（"#（!））
<

)（,#( *( +( * !(7+- &%( *( ) ,"*!
( +(

* !,"*(
( * !,"*(

( +( ) !("*( *7 +(

* !(7&%( *( +(）（"#（!））
- )（-"*! *7 +(

) (#( *! +( * (7&%( *! +( * (7&%( *! +-

* !+"*! *( * !+"*! *( +(）（"#（!））
:

)（!,+- &%( *( * -"*!
( * +"*( *7

* +"*( *7 +( * -#( *( +( * -#( *(

) !,&%( *( * -"*!
( +( ) !7-&%( *( +(

) !("*(
(）（"#（!））

( )（* #( *!

) !-&%( *! +( ) !("*! *( ) &%( *!

* ("*! *7 * #( *! +( ) &%( *! +-

* ("*! *7 +(）"#（!）) -"*( *7

) ("*!
( * +&%( *( +( * +&%( *(

) (#( *( ’ 7， （(<）

{
由此定得

*( ’ * , &%( +(

" ，*! ’ 7，

*7 ’ !
(

-&%( +( ) -&%( * #( }" ， （(,）

代入（!6）式，最后求得

! ’ !
(

-&%( +( ) -&%( * #(
"

* , &%( +(

" "#(（!）. （(6）

这就是二阶 /0#1%23# 4#5方程的准确周期解 . 同理
可获得椭圆余弦展开和第三类椭圆函数展开形式

的解 .
取 +!!，"#（!）!$%#&（!），上式就退化为

! ’ !
(

+&%( * #(
" * , &%(

" $%#&(（!）. （(+）

这就是二阶 /0#1%23# 4#5方程的准确孤立波解 .
例 : 考虑 ==方程［!+］

!’ * !<( * (<!(!(( * !7!!((( * (7!( !( ’ 7，
（(;）

将（(）式代入到（(;）式，得到
* #!9 ) %- !（<） ) (<%( !9!8 ) !7%( !!!
) (7!( !9 ’ 7 . （:7）

显然，（:7）式中既有奇数阶导数，又有偶数阶导数，
但各项的“秩”分别为 !，<，:，:，!，全为奇数，于是也
可用 >%?5@3 椭圆正弦函数展开法求其周期解 . 将
（,）式代入（:7）式使其中的非线性项和最高阶导数
项平衡，可得

) ’ (. （:!）
因而，方程（:7）也具有如（!6）式的周期解 . 将（!6）
式代入到（:7）式并利用（;）及（!7）式，可得
（%（-7*(

: ) 6(7%- *( +- ) <-7%( *(
( +(）（"#（!））

<

) %（!(7%- *! +- ) <<7%( *! *( +( ) !77*! *(
(）

A（"#（!））
- ) %（+7*!

( *( ) (-7%( *( *7 +(

* -+7%- *( +( ) +7*(
( *7 * (+7%( *(

( +(

* -+7%- *( +- ) !!7%( *!
( +( * (+7%( *(

(）

A（"#（!））
: ) %（* (-7%( *! *( +( ) (7*!

:

* ,7%- *! +( * (-7%( *( *! ) !(7*! *( *7

* ,7%- *! +- ) ,7%( *! *7 +(）（"#（!））
(

) %（(7+%- *( +( * +7%( *( *7 ) :(%- *(

* :<%( *!
( * +7%( *( *7 +( ) !77%( *(

(

) :(%- *( +- ) (#*( ) -7*!
( *7 ) -7*( *7

(

* :<%( *!
( +(）"#（!）) %（%- *! ) #*!

) %- *! +- * !7%( *! *7 ) !-%- *! +(

* !7%( *! *7 +( ) <7%( *( *!

) (7*! *7
(））?#（!）B#（!）’ 7， （:(）

由此定得

*! ’ 7，*7 ’"
*（* +( ) +- ) !）# #（! ) +(）

* (+( ) (+- ) (
，

*( ’ C : *（* +( ) +- ) !）# #+(

* (+( ) (+- ) (
，
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! ! " !（# "$ % "& % ’） #（# "$ % "& % ’）"" #
# "$ % "& % ’

（((）
以及

$’ ! )，

$$ ! " ("’’ #（# "$ % "& % ’）" #"$

# ’’"$ % ’’"& % ’’
，

$) !!"
’’ #（# "$ % "& % ’）" #（’ % "$）

# ’’"$ % ’’"& % ’’
，

! ! # ’’(*& !（# "$ % "& % ’） #（# "$ % "& % ’）"" #
# $$"$ % $$"& % $$ +

（(&）

从而将（((）式和（(&）式分别代入（’,）式可以获得
--方程的新的周期解 + 当然，当 "#’ 时，可得到
对应的孤立波解 +

& . 结 论

本文利用“秩”的概念对 /01234椭圆函数展开法
的适用方程的类型进行了推广，并得出结论：只要

非线性发展方程各项的“秩”为同种类型的，即各项

的“秩”的取值全为偶数或全为奇数，则可以使用

/01234椭圆函数展开法研究其 /01234椭圆函数级数
形式的周期解 +
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