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讨论了一类连续三维混沌系统的混沌观测器的设计问题 )对于此类混沌系统，仅利用系统的一个状态变量及
它对时间的一阶、二阶导数就可以使得观测器的状态变量同被观测系统的状态变量达到同步 )
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’ , 引 言

混沌控制和混沌同步技术已经引起了人们的广

泛兴趣，多种同步技术已经得到了深入的研究［’—&］)
状态反馈控制是对混沌进行控制的一个重要方法，

但实施状态反馈控制的必要条件是人们必须对该系

统的状态变量进行物理测量，然而，一个系统的状态

变量并非都容易用物理办法测量出来，甚至有些状

态变量根本就无法测量到，所以状态变量是否可以

测量是状态反馈控制必须解决的问题 )状态观测器
是解决这个问题的有效方法之一 )
文献［(，’"］就混沌系统只含有一个非线性项的

观测器问题进行了研究，取得了较好的结果 )但他们
在设计观测器的过程中，使用了系统的多个状态变

量，而系统的所有状态变量并非都能物理测量出来，

另外混沌系统有时含有多个非线性项，所以他们的

研究是有局限性的 )文献［’’］就一类 -维混沌系统
的吸引子问题进行了研究，得到利用系统的标量输

出及它对时间的一阶、二阶导数可以对吸引子进行

观测 )本文针对文献［’’］所研究的一类混沌系统，利
用其观测混沌吸引子的思想，使用混沌系统的一个

状态变量及其对时间的一阶、二阶导数，研究了此类

系统状态观测器的设计问题 )这种设计方法，目前在
国内外文献中报道较少 )

% , 基本理论

考虑如下混沌系统

!·. "（!），
# . #（!{ ），

（’）

其中 !"$%，"：$%#$%，#"$% 是系统的输出 )
定义 系统

&·. "（&）/ ’（ #（!）+ #（&））， （%）
其中 &"$%，’：$%#$% 为待定的非线性函数 )如果
在任意初始条件 !（"），&（"）下，系统（%）与系统（’）
满足 012

(# / 3
（ & + !）. "，则称系统（%）是混沌系统（’）

的一个状态观测器 )
由非线性控制理论可知，没有一个普遍的方法

来选择函数 ’（ #（ !）+ #（ &）），使得 012
(# / 3
（ & + !）. "

成立（在任意初始条件 !（"），&（"）下）)只能根据具
体的混沌系统采用适当的方法来选择函数 ’（ #（ !）
+ #（&））)
本文研究如下一类三维连续混沌系统［’’］的观

测器问题，此类混沌系统为

!·. "（!）， （-）
其中

! .（!’，!%，!-）
4，" .（ "’，"%，"-）4 )

混沌系统（-）满足如下条件［’’］：存在一个特定
的状态变量 !) 作为系统的输出时，其余两个状态变

量可以表示为

!* . ’*（!)，!·)，!5 )），* $ )
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（文献广泛研究的洛伦兹混沌系统、!"##$%& 混沌系
统、’()*’#混沌系统和 ’(%+［,-］混沌系统等可物理实
现的系统都满足此条件）.为讨论方便，不妨设 !, 是

一个特定的状态变量并作为系统的输出，故有 !- /
"-（!,，!

·
,，!0 ,），!1 / "1（ !,，!

·
,，!0 ,），所以系统（1）又

可以表示为

!·/ #! 2 "（!,，!·,，!0 ,）， （3）
其中 # 是常实数矩阵 . "（ !,，!

·
,，!0 ,）是一个 1 4 ,的

矩阵，它含混沌系统的所有非线性项 .
定理 设系统（1）给定的输出具有形式

$（!）/ "（!,，!·,，!0 ,）2 % 4（!, "-（!,，!·,，!0 ,）

"1（!,，!·,，!0 ,））5，
其中 % 是一个 1 4 1的常实数对角矩阵，矩阵元 &’(

/ &’（ ’ / (），&’( / 6（ ’! (）（ ’，( / ,，-，1）.可见这是仅
由一个系统状态变量及其对时间的一阶、二阶导数

决定的输出 .如果对角矩阵 % 的选择使得矩阵 # 7
% 的特征值都具有负实部，则系统

)·/ *（)）2（ $（!）7 $（)）） （8）
是系统（1）的一个混沌观测器 .（8）式中
$（)）/ "（),，)·,，)0 ,）2 % 4（), "-（),，)·,，)0 ,）

"1（),，)·,，)0 ,））5 .
证明

令 + / ) 7 !，
则

+·/ )·7 !·/ *（)）7 *（!）2 $（!）7 $（)）.
利用 !- / "-（ !,，!

·
,，!0 ,），!1 / "1（ !,，!

·
,，!0 ,）和

)- / "-（),，)
·
,，)0 ,），)1 / "1（),，)

·
,，)0 ,），由上式可得

+·/ )·7 !·/（# 7 %）+ . （9）
由于矩阵 # 7 % 的特征值都具有负实部，故线

性系统（9）的零点是渐进稳定的，即有 $:;
," 2 <

+ / 6或

$:;
," 2 <
（) 7 !）/ 6，因此系统（8）是系统（1）的一个混

沌观测器 .
上述结果表明，对于一类连续 1维混沌系统，仅

利用系统的一个状态变量及其对时间的一阶、二阶

导数就可以实现此类系统的混沌同步 .

1 = 应用举例

作为上面理论的应用，现研究几个具有确定物

理意义的混沌系统 .

!"#" 洛伦兹系统

洛伦兹混沌系统如下：

!·/ *（!）：

!·, / -（!- 7 !,），

!·- / .!, 7 !, !1 7 !-，

!·1 / !, !- 7 &!1

{
.

（>）

选择 !, 作为输出，则有

!- / "-（!,，!·,，!0 ,）/ !·, ?- 2 !,，

!1 / "1（!,，!·,，!0 ,）/［7 !0 , ?- 7 !·,（,?- 2 ,）

2 !,（ . 7 ,）］? !,，!, !
{

6 .
所以（>）式可以写成

!·/ #! 2 "（!,，!·,，!0 ,）.
易得

# /
7 - - 6
. 7 , 6
6 6 7









&
，

"（!,，!·,，!0 ,）/

6
!0 , ?- 2 !·,（,?- 2 ,）7 !,（ . 7 ,）

!, !·, ?- 2 !









-

,

.

如果选择系统（>）具有
$（!）/ "（!,，!·,，!0 ,）2 % 4（!, "-（!,，!·,，!0 ,）

"1（!,，!·,，!0 ,））5

形式的输出，则洛伦兹混沌系统的一个待定观测

器为

)·/ *（)）2（ $（!）7 $（)））. （@）
根据前面理论，选择适当的对角矩阵

% /

&, 6 6
6 &- 6
6 6 &









1

，

使得矩阵 # 7 % 的特征值都具有负实部，就可以使
得（@）式为洛伦兹混沌系统的一个混沌观测器 .为此
只需选择 &1 A 7 & 和满足特征方程（!2 &, 2 -）（!
2 &- 2 ,）7 -. / 6中特征解!具有负实部的 &,，&-

即可 .如果采用文献［B］的设计方法是不可能设计出
此系统的混沌观测器 .对于洛伦兹系统（>），当系统
参数为 - / ,6，. / -@，& / @?1时，系统处于混沌 .为
使系统（@）是系统（>）的一个混沌观测器，即使得矩
阵 # 7 % 的特征值都具有负实部，为此只需选择 &1

A 7 @?1和满足特征方程（! 2 &, 2 ,6）（! 2 &- 2 ,）
7 -@6 / 6中特征解!具有负实部的 &,，&- 即可 .读
者不难找到这样的 &,，&-，&1，比如（ &,，&-，&1）/
（-6，,B，6）.

!"$"%&’’()*系统

!"##$%&混沌系统如下：
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!·! "（!）：

!·" ! # !$ # !%，

!·$ ! !" & #!$，

!·% ! !" !% # $!% & %
{

’

（(）

选择 !" 作为输出，则有

!$ ! &$（!"，!·"，!) "）

! # !·" #（# !) " & #!·" # !" # %）*（!" # # # $），

!" ! # & $，

!% ! &%（!"，!·"，!) "）

!（# !) " & #!·" # !" # %）*（!" # # # $），

!" ! # & $















’
系统（(）改写为

!·! ’! & &（!"，!·"，!) "），
可见

’ !
+ # " # "
" # +
+ + #









$
，

&（!"，!·"，!) "）!
+
+

!"（# !) " & #!·" # !" # %）*（!" # # # $）&









%

（!" ! # & $）’
同理选择系统（(）具有

(（!）! &（!"，!·"，!) "）& ) ,（!" &$（!"，!·"，!) "）

&%（!"，!·"，!) "））-

形式的输出，则可得到 ./00123混沌系统的一个待定
观测器为

*·! "（*）&（ (（!）# (（*））’ （"+）

选择对角矩阵 ) !

$" + +
+ $$ +
+ + $









%

中的 $% 4

# $，以及满足特征方程（!& $"）（!& $$ # #）& " ! +
中特征解!具有负实部的 $"，$$，就可以使得矩阵 ’
# ) 的特征值都具有负实部，即 ./00123系统的一个
混沌观测器就设计出来了 ’将混沌系统（(）的系统参
数代入 ’ # ) 中，读者不难找到这样的 $"，$$，$% ’

!"!"#$%&’’系统

5678’0混沌系统如下：

!·! "（!）：

!·" ! #（!" # !$ # "（!"）），

!·$ ! !" # !$ & !%，

!·% ! # $!$

{
’

（""）

选择 !% 作为输出，则有

!" ! &"（!%，!·%，!) %）! # !) % * $ # !·% * $ # !%，

!$ ! &$（!%，!·%，!) %）! # !·% * $
{ ’
系统（""）又可以写成

!·! ’! & &（!%，!·%，!) %），
其中

’ !
# # # +
" # " "
+ # $









+
，

&（!%，!·%，!) %）!
# #"（# !) % * $ # !·% * $ # !%）










+
+

’

同理选择系统（""）具有
(（!）! &（!%，!·%，!) %）& ) ,（&"（!%，!·%，!) %）

&$（!%，!·%，!) %）!%）
-

形式的输出，则可得到 5678’0混沌系统的一个待定
观测器为

*·! "（*）&（ (（!）# (（*））’ （"$）

选择对角矩阵 ) !

$" + +
+ $$ +
+ + $









%

中的 $"，$$，

$%，使得 ’ # ) 的特征方程（ #!# $" & #）（ #!# $$

# "）（ #!# $%）& $（ #!# $" & #）& #（ #!# $%）!
+中特征解!具有负实部，就可以使得矩阵 ’ # )
的特征值都具有负实部，故如（"$）式的 5678’0系统
的混沌观测器就被确定了 ’将混沌系统（""）的系统
参数代入 ’ # ) 中，读者不难找到这样的 $"，$$，

$% ’

!"("#$)*系统［+,］

5629混沌系统为

!·! "（!）：

!·" ! #（!$ # !"），

!·$ !（ % # #）!" # !" !% & %!$，

!·% ! !" !$ # $!%

{
’

（"%）
选择 !" 作为输出，则有

!$ ! &$（!"，!·"，!) "）! !·" *# & !"，

!% ! &%（!"，!·"，!) "）

!［# !) " *# # !·"（" # % *#）

&（$% # #）!"］* !"，!" !










+ ’

同前面例子一样分析，易得
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! !
" " " #
# " " # #
# # "









$
，

%（&$，&·$，&% $）!

#
&% $ &" ’ &·$（$ " #&"）"（(# " "）&$

&$ &·$ &" ’ &









(

$

)

当系统（$*）具有如下形式的输出时，
’（&）! %（&$，&·$，&% $）’ ( +（&$ %(（&$，&·$，&% $）

%*（&$，&·$，&% $））, )

选择对角矩阵 ( !

$$ # #
# $( #
# # $









*

中的 $* -

" $，以及满足方程（!’ $$ ’ "）（!’ $( " #）" "（ #
" "）! #中特征解!具有负实部的 $$，$(，就可以使

得矩阵 ! " ( 的特征值都具有负实部，所以 ./01系
统的一个混沌观测器为

)·! *（)）’（ ’（&）" ’（)））) （$2）
将混沌系统（$*）的系统参数代入 ! " ( 中，读

者不难找到这样的 $$，$(，$* )如果采用文献［3］的
方法是不可能设计出此系统的混沌观测器 )

2 4 结 论

本文讨论了一类具有实际物理意义的混沌系统

的观测器设计问题 )对于此类混沌系统，只需利用系
统的一个状态变量和它对时间的一阶、二阶导数就

可以使得单向耦合全同混沌系统达到混沌同步 )本
文所采用的设计方法，目前在国内外文献中报道较

少 )由于本文研究的混沌系统都是物理可实现的系
统，所以本文研究结果具有实际应用意义 )
在此作者衷心感谢重庆邮电学院杨晓松教授（博士）提

供他本人的最新研究成果的文献，同时感谢与杨晓松教授的

有益讨论 )
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