
具有 ! 维氢原子型标量势与矢量势的
!"#$%&’()*(%方程的束缚态!

陈昌远 刘成林 陆法林 孙东升
（盐城师范学院物理系，盐城 !!"##!）

（!##!年 $#月 !$日收到；!##!年 $$月 !%日收到修改稿）

研究了具有 !维氢原子型标量势和矢量势的 &’()*+,-./-*方程的束缚态性质，获得了束缚态的精确解 0给出了
精确的能谱方程和归一化的解析波函数，推导出径向平均值的两个递推关系和部分低幂次径向平均值的解析表达
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$ 7 引 言

众所周知，讨论零自旋粒子在势场中运动的相

对论效应要用 &’()*+,-./-*方程，而研究 $8!自旋粒
子在势场中运动的相对论效应就要用 9).:;方程 0在
以前的工作中，人们分别给出了具有 <=’>?@* 势的
&’()*+,-./-*方程的 " 波的束缚态和散射态的精确
解［$，!］，<=等人［1］在标量势大于矢量势条件下给出
了 <=’>?@*势的一维 9).:;方程的束缚态精确解，以
及标量势等于矢量势条件下三维 9).:;方程的 " 波
束缚态精确解 0文献［"—%］在标量势等于矢量势条
件下，讨论了修正 ABC;?’+D(’’(. 型势的 &’()*+,-./-*
方程和 9).:;方程的一维和三维 " 波束缚态的精确
解，以及一维半空间线性势的 &’()*+,-./-* 方程和
9).:;方程束缚态的精确解 0文献［6—$#］分别给出
了 E-.C(，F--/+G:H-*，ABC;?’+D(’’(.以及 >:*!（!!#）标
量势与矢量势相等条件下 &’()*+,-./-*方程和 9).:;
方程的三维 " 波束缚态的精确解 0文献［$$—$2］研
究了一维情况下部分势场的相对论效应 0到目前为
止，人们研究的各类势场的相对论效应主要集中在

三维和低维问题中，有关 ! 维势场的相对论效应还
未见相关报道 0然而在非相对论情况下，! 维氢原子
和 ! 维谐振子人们已做了很好的讨论［$%—!6］，因此本

文将对 ! 维氢原子的相对论效应进行讨论，严格求
解了具有标量型和矢量型的 ! 维氢原子势的 &’()*+
,-./-*方程，获得了精确的能谱方程和归一化的解
析波函数，给出了径向平均值的两个递推关系和部

分低幂次径向平均值的解析表达式 0

! 7 &’()*+,-./-*方程的束缚态解

! 维氢原子是 ! 维空间的各向同性的势，记其
标量势和矢量势分别为
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（!! ! "，!! ! #，⋯，!$，!%）为 ! 维空间的球函数，"! ! "为

#$! 群的 &’()*+算子的量子数，其值为零和正整数，
于是得具有 ! 维氢原子型标量势和矢量势的 ,-.*/0
12+32/方程的径向方程为
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对于束缚态，’ = (，为此，令
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满足束缚态要求的边界条件为 %（%）5 %和 %（@）5
%6考虑到径向波函数在 &#%和 &#@时的渐近行
为的要求，对于物理上允许的解，可以令
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因此，当标量势等于矢量势时，能谱方程为
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当标量势不等于矢量势时，能谱方程为
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式中 +*’&, ’
为归一化常数，*’ 和 &, ’ 分别由（&$）和
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或者用广义拉盖尔多项式表示成
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式中 *’ 和 &, ’ 分别由（&$）和（+）式确定 *

( 8 平均值的递推关系与解析表达式
上面获得了具有 ’ 维氢原子型标量势和矢量

势的 9:.;<=>?@7?< 方程的精确解，给出了精确的能
谱方程和归一化的解析波函数 *为了将此结果应用
于实际问题，下面对不同幂次的径向平均值进行计

算 *由（!&）和（!!）式，径向平均值为
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利用含有合流超几何函数的积分公式［!B］
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式中 ’ 为一个正整数，并且 C.% D )，以保证积分收
剑 *利用（!B）式，（!$）式可改写为
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式中 ! 为任意整数 !在（"#）式中令 ! $ " % &，则有
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式中 !" 和 #! " 分别由（%-）和（0）式确定 2

- 3 讨 论

本文严格求解了具有 " 维氢原子型标量势和
矢量势的 456789:;<=;8 方程束缚态的精确解，获得
了精确的能谱方程和归一化的解析波函数 2给出了
径向平均值的两个递推关系和部分径向平均值的解

析表达式 2虽然对于大多数势场人们已经证明只有

当标量势大于等于矢量势时，才能有束缚态存

在［*.—**］，但本文和文献［%0，**—*(］的工作说明，"
维氢原子势显然是一个特例 2在三维情况下，文献
［%0，**—*(］的工作表明，仅有氢原子型矢量势的
456789:;<=;8 方程和 >7<?@ 方程是有束缚态解存在
的，而本文的工作则进一步说明，无论是 " 维氢原
子型标量势大于等于矢量势还是小于等于矢量势，

456789:;<=;8方程的束缚态精确解总是存在的 2
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