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当静态的具有球对称性的理想流体的密度是径向坐标的函数时，)**+,-+./+012345366（)2）方程成为 7.889:.方
程 ;根据 )2方程的一个已知特解，能将它变换成可积分的 <+0,3=44.方程，严格地求得 )2方程的通解和另一特解，
进一步得到理想流体球的爱因斯坦场方程的内部严格解，即度规分量的解析表示式 ;
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!中国科学技术大学天体物理和宇宙学基金资助的课题 ;

" ? 引 言

理想流体组成的静态的球对称的物质分布（本

文简称理想流体球）是广义相对论中基本的简单模

型，是典型的经典问题之一 ;关于理想流体球的爱因
斯坦场方程，早已得到著名的 @8-A90BC8-.4D解，已有
许多论述、讨论和研究 ;并且与观测实验的检验联系
起来，取得了某些成功 ;但由于实际具体问题的多样
性和复杂性，因此有关这个经典问题并非就此解决

了 ;近来，某些学者从不同方面继续进行具体的研
究［"，&］;爱因斯坦场方程的求解，在满足球对称性理
想流体的条件下，其内部解仍与表示状态的物理量

有关，有多种情况 ; E34/9,从数学观点，系统地研究
过理想流体球在 ’种情况下爱因斯坦场方程内部解
的解析表示式 ;然而在解方程时，E34/9,提出了关于
引力场的度规张量分量 !## F G "!，!"" F "" 的有关
附加的假设方程［(］;这带有猜测性 ;与此同时，)*1
*+,-+./+0和 2345366从物理观点出发，将理想流体球
与星体结构联系起来，建立了中子星的理论模型［>］，

导出了广义相对论流体静力学球对称星体结构的微

分方程，现称为 )**+,-+./+012345366（)2）方程 ;（实际
上 E34/9,已导出过该方程，故又称 E)2方程 ;）求解
理想流体球爱因斯坦场方程的内部解就与求解 )2

方程联系在一起 ; )2方程和爱因斯坦场方程都是非
线性方程 ;当球的密度是常量时易求得 )2方程的
严格（精确）解，并得到爱因斯坦场方程的 @8-A90BC1
8-.4D内部解 ;当密度为径向坐标的函数时，只是在
某些特殊情况下用适当方法和技巧，求上述方程的

严格解；一般情况下不能求得严格解，通常根据物理

条件求近似解和数值解 ; H-9,D09C+5-90在天体物理
中研究白矮星结构，后在上述有关广义相对论的框

架内研究星体结构理论取得了成功［I］; J.C,+0 和
K9*34C5L求得了 )2方程的严格解［$，!］，但该解在边
界表面（球面）上的压强不等于零 ;本文从数学上考
虑 )2方程的性质，当密度和压强是径向坐标的函
数时，该方程可简化为 7.889:.方程和 <+0,3=44.方程 ;
这两方程是微分方程理论中已知的经典的非线性方

程［’］;根据 )2方程的已知特解，将该方程变换为容
易积分的 <+0,3=44. 方程，因而严格地求得 )2 方程
的通解和在边界面上满足压强等于零的特解；进一

步求出理想流体球的爱因斯坦场方程的一个严格的

内部解，即度规分量的解析表示式 ;这实际上与 E341
/9,附加的假设方程 !"" F "" F 常量得到的一些结
果是一致的［(］;所以，从数学上考虑，本文的具体方
法将是关于 E34/9,的一种结果的一个简单而严格
的证明 ;这有助于对广义相对论的理解和解释及关
于星体内部结构的探讨 ;
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!" #$方程的严格解

#$方程可以写成（%&单位制）
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其中 # 为引力常数，$ 为光速，" 为径向坐标，! 为
压强，!为密度，% 为半径 " 的球内质量，!，!，% 均
为 " 的函数 0质量方程为
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边界面上压强 !（&）满足条件
!（&）. /， （*）

& 为流体球（或天体）半径 0
123456 和 789:;3<= 利用物态方程 ! .（" -

,）!$
!，". )+*，找到方程（,）和（!）的严格解［>，?］
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然而在边界面上压强不满足（*）式，即 !,（&）. $) +
@>!#&!" / 0采用以下方法可求出满足边界条件
!（&）. /的 #$方程的严格解：
将（)）和（@）式代入（,）式，给出
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（?）式为 C2DD8E2方程，根据它的性质及（@）和（>）式，
作变换
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（?）式可写成如下形式：
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（A）式为 F564:G;;2方程，它的解为
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根据（B）和（,/）式，得到
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式中 (& 为积分常数 0根据（B）和（,,）式，得到 #$方
程的通解为

! . ,
"
& (& ( ?!#"

$)
（ " - &）

( $)

@>!#"!
0 （,!）

设 " . &，利用边界条件（*）式，能确定 (& 0
(& . - @>!#&! + $) 0 （,*）

因此就找到了边界上满足条件 !（&）. /的 #$方程
的严格解
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从（)）和（,)）式就可给出物态方程
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当 " . & 时，从（@）式得到
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) 为流体球的总质量 0

* " 理想流体球爱因斯坦场方程的内部
严格解

根据上述 #$方程的解，易求出理想流体球的
爱因斯坦场方程的严格解，即表示时空和引力场性

质的度规张量分量的表示式 0
已知理想流体球的度规的时空间隔线元的标准

形式为［?］
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在球外部（真空），已知

!（ "）. /， !（ "）. /， （!/）
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将（’），（$%），（#(）和（#$）式代入（$)）式，立即可写出
球内、外的 ’（ "）表示式；这些式代入（$*）式，积分易
被计算出 +这样，就得到 ’（ "）和 (（ "）简明的解析表
示式 +
在球外部，"!%，给出
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表明 ’(（ "）和 ((（ "）与 ./012345/0678外部解相同，与

963:0;<<定理一致 +
在球内部，%! "!(，得到
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表明理想流体球的内部解表示式 ’)（ "）和 ()（ "）与

./0123>45/0678内部解不同，是又一种情况的内部严
格解 +
在边界球面上，" ! %，就有
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表明理想流体球严格的外部解和内部解在边界上是

连续的、可以衔接的，而且满足 ’（%）(（%）! $+

% ? 讨 论

$?关于 @A 方程的解，本文利用文献［=］的结

果，于是两者的密度、质量表示式相同，但是边界条

件不同，所以两者所得到的压强、物态方程的表示式

不同 +
本文得到的（$%），（$’），（#’）和（#=）式，与 B;7C

D2E附加假设方程 * -! !常量所得到的结果实际上
是一致的，但两者所用的方法技巧不同 +本文的方法
体现着广义相对论中寻求场方程严格解的生成技

术［*］+本文没有关于度规分量的附加假设方程，而是
利用 @A方程的一个已知特解，作适当变换将 @A方
程简化，求出通解和新的特解，再严格地得到度规分

量的解析表示式，给出了一种具体方法和技巧 +
# ? 文献［=］关于 @A方程的严格解，本文利用这

条件，密度与 "# 成反比 +严格定量而言，当然与星体
实际情况不相符合 +然而，一般星体的密度是从中心
向外逐步减小（静能密度或压强也是如此），这与实

际情况大致定性相符合 +该严格解应是有物理意义
的 +在 " ! (，""&，+"&，即 " ! ( 是奇点 +文献
［’—,］中已有分析讨论 +如果采用既简单又较接近
实际的模型，求近似解或数值解，可能给出有实际意

义的结果 +在 " ! (，度规分量 ,#$和质量!（ "）不出
现奇性，而且天体质量可以测量，所以质量更能反映

天体的广义相对论性质 +
" ? 对于理想流体球这一非常简单的模型，爱因

斯坦场方程的严格内部解比外部解更具有复杂性和

多样性，于是从广义相对论研究天体的内部结构、时

空性质和引力场，是一个远未解决的问题，也是一个

难题，今后仍需深入具体探索 +但也只能从一些较简
单的具体模型着手 +广义 ./012345/0678 几何［$(］应是
其中方法之一 +
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