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研究广义经典力学系统的对称性与守恒定理 &利用常微分方程在无限小变换下的不变性，建立了系统在高维
增广相空间中仅依赖于正则变量的 ’()对称变换，并直接由系统的 ’()对称性得到了系统的一类守恒律 &实际上，这
是 *+,-./的守恒定理对广义经典力学系统的推广 &举例说明结果的应用 &
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" 3 引 言

守恒定理在近代分析力学和理论物理学研究中

起着极其重要的作用［"—4］&一个守恒量的存在性意
味着系统的一个动力学对称性，这一事实在运动的

物理解释中起着不可替代的作用 &近代寻求守恒量
主要有两种概念不同的方法［"，!］：5+)67)8 对称性与
’()对称性 &近年来，在动力学系统的对称性与守恒
量研究方面已经取得了一系列重要成果［0—"4］&
守恒量的构造一般都依赖于系统的 ’.98./9)函

数或 *.-(:6+/ 结构 & "11! 年，*+,-./ 给出了一个守
恒定理［"$］，其守恒量的构造唯一地依赖于运动方程

的对称变换而没有利用系统的 ’.98./9) 函数或
*.-(:6+/结构 &因此，*+,-./ 定理也适用于不存在
’.98./9)函数或 *.-(:6+/结构的系统 & ’;6<=>［""—"0］将
*+,-./定理进一步推广到 ’.98./9)系统 &文献［"4］
给出了 ?(8=7+@@ 系统仅依赖于 ’() 对称变换的守恒
定理 &
本文进一步将 *+,-./守恒定理推广到广义经

典力学系统 &首先，建立了广义经典力学系统的运动
微分方程，给出了系统在高维增广相空间中仅依赖

于正则变量的无限小变换的 ’()对称性 &其次，直接
由 ’()对称性得到了系统的一个新的守恒定理，其
守恒量不依赖于系统的 ’.98./9)函数或 *.-(:6+/函
数，也不依赖于系统的 ’() 对称性结构方程或

5+)67)8等式，我们称之为广义经典力学系统的 *+,A
-./守恒定理 &最后还给出了算例，以说明结果的应
用 &

! 3 系统的运动微分方程

研究自由度为 ! 的广义经典力学系统 &假设系
统位形由 ! 个广义坐标 "#（ # B "，⋯，!）来确定，其
’.98./9)函数为
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引进广义动量和广义 *.-(:6+/函数
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() 系统的 *+,对称性

在高维增广相空间中，取无限小变换为
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根据常微分方程在无限小变换下的不变性理论

知，方程（’）在无限小变换（1）式下的不变性归结为
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称方程（#2）为系统的 *+,对称性确定方程 %于是有
定理 ! 如果生成元#

$
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$ 满足确定方程

（#2），则相应对称性是广义经典力学系统在高维增
广相空间中的 *+,对称性 %

3 ) 系统的 456789守恒定理

*+,对称性不一定导致守恒量 %下面的定理给出
了广义经典力学系统在高维增广相空间中的一类

*+,对称性守恒量存在的条件和形式 %
定理 " 对于满足确定方程（#2）的无限小生成
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则广义经典力学系统（&）存在 *+, 对称性守恒量，
形如
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由方程（’）和（#$）式，确定方程（#2）可写为
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利用方程（’）和（#’），（#0）式，我们有
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并且，容易证明以下关系：
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因此，系统存在形如（"(）式的 /01 对称性守恒量 $
证毕 $
由（"(）式表示的守恒量不依赖于系统的 /23

452641函数或 72809:;6函数，也不依赖于系统 /01对
称性的结构方程或 <;1:=15等式，而唯一地依赖于系
统的 /01对称变换 $我们称定理 # 为广义经典力学
系统的 7;>826 守恒定理，它是 7;>826 给出的守恒

定理［"-］对广义经典力学系统的推广 $
由定理 #，立即可以得到一个重要推论 $
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则广义经典力学系统（*）存在 /01 对称性守恒量，
形如
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)B 算 例

例 假设广义经典力学系统的 /2452641 函数
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根据定理 !，生成元（%&）式对应广义力学系统（%!）
的 ’()对称性 $
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容易验证，方程（%-）有解

./" " #（#）! !!（!） *
!
+#+
（#（!）! ）+ , !

+#!（!!（!））+ $

（%0）
将无限小生成元（%&）式和函数 " 代入（!1）式，得到
守恒量

$ " #（#）! " 23/45 $ （%6）

［!］ 73)58)9 : ; !6!0 %&’() *+, "-. /0.. "12203+-3 $ 4&2( $ 5(6. $

!"<# +%=
［+］ ’>5?@A B !6-6 7 $ 5(6. $ 8：4&2( $ "-3 $ "# 6-%
［%］ B)( C D !666 8##,0’&2093. 9: ;0- ")9<#. &3= ;0- 8,+->)&. 29 ?93@

.2)&03-= 4-’(&30’&, A6.2-B.（E)(F(/G：H2()/2) I9)44）J!（ (/ K8(<

/)4)）［梅凤翔 !666 李群和李代数对约束力学系统的应用

（北京：科学出版社）第 !页］

［1］ ’( L I !66% ?,&..0’&, &3= C<&32&, D63&B0’. 9: ?93.2)&03-= A6.2-B.

&3= E(-0) A6BB-2)0’&, 5)9#-)20-.（E)(F(/G：E)(F(/G I3.A5)28/(2 M/(<

N)94(5A I9)44）J!（(/ K8(/)4)）［李子平 !66%经典和量子约束系

统及其对称性质（北京：北京工业大学出版社）第 !页］

［=］ L8O3 P P，B)( C D !666 A6BB-2)0-. &3= $3F&)0&32. 9: 4-’(&30’&,

A6.2-B.（E)(F(/G：H2()/2) I9)44）J!（(/ K8(/)4)）［赵跃宇、梅凤

翔 !666 力学系统的对称性与守恒量（北京：科学出版社）第 !
页］

［&］ Q(O3 P C，’( R S，L8O3 H T +##! 8’2& 5(6. $ A03 $ $% 0!!（(/ K8(<

/)4)）［乔永芬、李仁杰、赵淑红 +##! 物理学报 $% 0!!］

［-］ B)( C D，H8O/G B +### 8’2& 5(6. $ A03 $ &’ !6#!（(/ K8(/)4)）［梅

凤翔、尚 玫 +### 物理学报 &’ !6#!］

［0］ ’>3 H U，C> S ’，K8)/ D V +##! 8’2& 5(6. $ A03 $ $% %0%（ (/

K8(/)4)）［罗绍凯、傅景礼、陈向炜 +##! 物理学报 $% %0%］

［6］ L8O/G P，H8O/G B，B)( C D +### ?(03 $ 5(6. $ ’ 1#!
［!#］ T3FWO/ H : !66+ 7 $ 5(6. $ 8：4&2( $ "-3 $ #$ ’+6!
［!!］ ’>5?@A B !66= 7 $ 5(6. $ 8：4&2( $ "-3 $ #( ’&%-
［!+］ ’>5?@A B !660 $32-) $ 7 $ %93<;03-&) 4-’( $ )) %6%
［!%］ ’>5?@A B !666 $32-) $ 7 $ %93<;03-&) 4-’( $ )& %0-
［!1］ L8O/G P +##+ 8’2& 5(6. $ A03 $ $" 1&!（(/ K8(/)4)）［张 毅 +##+
物理学报 $" 1&!］

［!=］ X) ’)Y/ B，R3Z9(G>)4 I R !60= "-3-)&,0G-= ?,&..0’&, 4-’(&30’.

&3= H0-,= E(-9)6（:W45)9ZOW：;HIE[）J!

=%0!0期 张 毅：广义经典力学系统的 T3FWO/守恒定理



! "#$%&’()*+#$ *,&#’&- #. /#0-)$ .#’ %1%*&-% #.
2&$&’)3+4&5 "3)%%+")3 -&",)$+"%!

!"#$% &’
（!"#$%&’"(& )* +,-,. /(0,(""%,(0，1(,-"%2,&3 )* 45,"(5" $(6 7"58().)03 )* 49:8)9，49:8)9 ()*+))，+8,($）

（,-.-’/-0 1 23/-45-6 (++(；6-/’7-0 4#$87.6’9: 6-.-’/-0 (( ;-.-45-6 (++(）

<57:6#.:
="- .3$7-6/#:’3$ :"-36-4 #$0 :"- 7>44-:6’-7 ?36 7>7:-47 3? %-$-6#@’A-0 .@#77’.#@ 4-."#$’.7 #6- 7:80’-0B C$ :-647 3? :"- ’$D

/#6’#$.- 3? :"- 360’$#6> 0’??-6-$:’#@ -E8#:’3$7 8$0-6 :"- ’$?’$’:-7’4#@ :6#$7?364#:’3$7，:"’7 9#9-6 -7:#5@’7"-0 :"- F’- 7>44-:6’.#@
:6#$7?364#:’3$7 3? :"- 7>7:-47 ’$ :"- "’%"D0’4-$7’3$#@ -G:-$0-0 9"#7- 79#.-，H"’." 3$@> 0-9-$0 3$ :"- .#$3$’.#@ /#6’#5@-7，#$0
# $-H :>9- 3? .3$7-6/#:’3$ @#H7 #6- 0’6-.:@> 35:#’$-0 ?634 :"- F’- 7>44-:6’-7 3? :"- 7>7:-47B <.:8#@@>，:"- .3$7-6/#:’3$ @#H7 #6-
:"- %-$-6#@’A#:’3$ 3? # .3$7-6/#:’3$ :"-36-4 3? I3J4#$ :3 %-$-6#@’A-0 .@#77’.#@ 4-."#$’.7 B K’$#@@>，#$ -G#49@- ’7 %’/-$ :3 ’@@87D
:6#:- :"- #99@’.#:’3$ 3? :"- 6-78@:7 B

!"#$%&’(：%-$-6#@’A-0 .@#77’.#@ 4-."#$’.7，7>44-:6>，.3$7-6/#:’3$ :"-36-4
)*++：+L(+，)))+，+((+

! M63J-.: 789936:-0 5> :"- 2#:’3$#@ 2#:86#@ N.’-$.- K38$0#:’3$ 3? O"’$#（ P6#$: 23B)QQR(+)+）#$0 :"-“S’$%@#$”M63%6#4 K38$0#:’3$ 3? T’#$%78 M63/’$.-，

O"’$#B

1LU) 物 理 学 报 *(卷


