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以有机玻璃中铁球的共振散射为例，研究了各向同性媒质中球状散射体的共振模式缺损问题 ’ 通过对纵波和
横波散射系数的数值分析，指出在纵波入射时的散射纵波（简称 ("(散射）中零阶分波会出现共振模式缺损，导致
共振模式缺损的数值原因是纵波散射系数分式中分子和分母零点位置几乎相同 ’
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! , 引 言

有关各向同性媒质中球状散射体的声散射特

性，至今已进行了较深入的研究［!—*］’ 例如，-./0等
从理论上开创性地研究了平面入射声纵波的散

射［!］，1./2(3456等则研究了平面入射声横波的散射
问题［%］’ 789:等［)—;］，<=2293=0>等［$］在研究固体中球
形散射体的共振散射时发现，在纵波入射时散射纵

波（简称 ("(散射）和纵波入射时散射横波（简称 (

"2散射）中出现的共振频率数目并不完全相同，出
现了 ("(散射过程中所谓共振模式的缺损 ’ 至今
对造成这一现象的真正原因并不清楚 ’ 超声纵波在
水下目标的识别和复合媒质或多孔媒质无损评价中

比超声横波应用得更为广泛［!#—!"］’ 所以，("(散射
的共振模式缺损可能引起接收信号中有关散射目标

信息的丢失，对此应给予足够的重视［$］’
本文以有机玻璃中的铁球为例，研究了弹性媒

质中球状散射体在 ("(散射中的共振模式缺损现
象 ’ 通过对散射系数 !"，#" 奇点的数值分析指出，

共振模式缺损只能发生在零阶分波 ("(散射中，高
阶分波中模式缺损并不出现，以往共振散射中发现

的高阶分波共振模式缺损是由于共振峰很小难以辨

认所致 ’

" , 基本理论

弹性媒质中，声场中质点振动的位移矢量 ! 可
用标量势!和矢量势! 表示

! ? @

!

! A

!

B! ’
如果所考察的问题具有球对称性，那么矢量势! 可
以写成! ?

!

B ""的形式［!］’ 标量势!和"分别
满足方程

!

"! A $"! ? #，!

"" A %"" ? #，
其中波数 $ ?#C &D，% ?#C &E，而 &D 和 &E 分别为弹
性媒质中纵波声速和横波声速，#为声波角频率 ’
对球形媒质的散射问题，取图 !所示的球坐标

显然最为方便 ’ 如果入射波为具有单位位移振幅的
平面纵波，可将入射场用球坐标系中的波函数展开，

位移势函数具有如下形式：

!’ ? !
$!#

F

" ? #
（@ .）"A!（"" A !）("（$! )）*"（5>2$）’

（!）
同样将散射波（!2，"2）和在球内激发起的声波

（!"，""）用球坐标系中的波函数展开，则有

!2 ? #
F

" ? #
（@ .）"A! +（"" A !）!","（$! )）*"（5>2$），
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图 ! 球形散射体对平面声纵波的散射和球坐标示意图
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（,）
式中系数 ,!，#!，(!，+! 为待定系数 - *! 和 %! 标

示基材中纵波和横波波数，*) 和 %) 为散射体媒质

中纵波和横波波数 - 考虑在 & # " 处位移和应力必
须连续的边界条件，由（!）—（,）式可得到求解系数
,!，#!，(!，+! 的线性方程组

［$!］［,!，#!，(!，+!］
. #［%!］， （/）

式中矩阵［$!］各元素$-)!和列向量［%!］各元素%)!

（ -，) # !，)，,，/）的表达式见附录 - 根据 012341 法
则，系数 ,!，#! 可由下式确定：

,! #
546［$,!］

546［$!］
，

#! #
546［$#!］

546［$!］
， （7）

式中［$,!］和［$#!］是在矩阵［$!］中的第一列和第二

列分别用列向量［%!］替代后得到的矩阵 - ,! 和 #!

分别是与散射纵波和散射横波有关的系数，一旦求

出散射系数 ,!，#!，散射声场也就确定了 -
根据散射振幅的定义，散射波在"方向振幅的

表示式为［8］
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式中 " & ! .99（"）表示纵波入射时散射纵波的形式函
数，" & ! .9"（"）表示纵波入射时散射横波的形式函
数 - 当"#!时，" & ! .99（"）和 " & ! .9"（"）被称为背向
散射谱 -

;<2=等［:—>］从理论上证明，背向散射谱可以分
解成背景谱和散射体的特征谱 - 由于特征谱中具有
一系列共振峰，故它们也被称为背向共振散射谱 -
如果第 ! 阶分波的背景谱对应的散射系数为 ,?

! 和

#?
!，则散射体第 ! 阶分波的背向共振散射谱的表示
式为

!
" .

99
!（14"）（&）#（)! ( !） ,! & ,?( )! ，

!
" .

9"
!（14"）（&）#

*!

%!
（)! ( !） #! & #?( )! ，（@）

式中 ,?
!，#?

! 为与散射体尺度相同的刚体球或真空

球的散射系数 - 一般情况下，对任意 ! 阶分波，（@）
式表示了包含一系列共振峰的频谱 - 若用 / 表示共
振峰的序数，则 ! 和 / 的组合就是所谓的共振模式
数（!，/）-

, A 声散射中共振模式缺损及讨论

考虑有机玻璃中铁球对入射平面纵波的声共振

散射问题 - 铁球和有机玻璃的物理参数如表 ! 所
示 - 应用共振散射理论（BC.）计算共振散射谱时要
考虑的一个主要问题是背景谱的选择，现有共振散

射理论中并没有对此作出明确说明 - 考虑到铁球和
有机玻璃的声阻抗之比明显大于 !，我们选择背景
谱为刚球的散射谱 - 在图 )中给出了 ! # %—7阶分
波的背向共振散射谱 " & ! .99!（14"）（&）和 " & ! .9"!（14"）（&）
的数值计算结果 -

表 ! 数值计算中用到材料的物理参数

媒 质 密 度DEF·3& , 纵波速度D3·"& ! 横波速度D3·"& !

铁 @>%% 7>7% ,),%

有机玻璃 !!>% )>@> !,8/

在表 )中我们列出了 ! # %—7各阶分波 9"9
和 9""散射中的归一化共振频率’14" " D 0!G - 事实
上，根据共振理论［8］，共振峰应出现在频率复平面
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图 ! 有机玻璃中铁球 ! " #—$阶分波背向共振散射谱 " % & #’’!（()*）（!）（实线）和 " % & #’*!（()*）（!）（虚线）

表 ! #—$阶分波的归一化共振频率"()* "+ $&,

! " #
-./

’!’ ’!*
01/

! " &
-./

’!’ ’!*
01/

! " !
-./

’!’ ’!*
01/

— !233 !234 5265 5265 526$ !263 !26$ !267
$255 $257 $258 3245 3247 324$ $286 $2$# $27#
— 7276 723# 4246 4247 4243 6284 62$# 62$#
— &#258 &#258 — &!2#! &!2#! &&258 &&255 &&258

&!25$ &!257 &!25$ &$2!& &$2!$ &$2!! &5274 &5276 &5274
— &5265 &5265 &$236 &$23$ &$237 &32&# &32&5 &32&5
— &3286 &3286 — &62&6 &62&6 &42!6 &32!4 &42!6

&4246 &4243 &4246 !&26# !&265 !&26# — !#243 !#247
— !&2#8 !&2#8 !!24& !!234 !!234 !82!3 !825& !825#
— !82$6 !82$4 — !72!6 !725# !8267 !826! !826$

!$258 !$25& !$258 !428& !428# !428& — !3264 !3264
— !42&! !42&! —

""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""""
!6248 !624$

! " 5
-./

’!’ ’!*
01/

! " 8
-./

’!’ ’!*
01/

! " $
-./

’!’ ’!*
01/

828# 8253 8256 $275 $27# $275 7236 723$ 7234
3258 3256 3256 62&4 62&6 62&6 &#267 &#268 &#268
&&2#& &&2#! &&2#5 &!2$& &!2$! &!2$5 &82#! &82#5 &82#8
&527! &5275 &527! &$27! &$278 &$275 &3253 &3256 &3254
&$28! &$28# &$28# &32!7 &32!$ &32!$ &62!$ &62!8 &62!8
&4238 &423$ &4237 !#257 !#25$ !#257 !&265 !&267 !&267
!#244 !#244 !#244 !52!8 !52!7 !52!$ !$2&6 !$2!& !$2!#
!!2$3 !!2$7 !!2$$ !8257 !8258 !825$ !7283 !728$ !7287
!$263 !$266 !$266 !3275 !327! !327! !62!5 !62!$ !62!$
!3273 !3277 !3273
!6273 !6277 !6277
注：表中 -./栏内的数值表示共振散射理论计算得到的 ’!’和 ’!*散射的归一化共振频率，其中—表示共振模式缺损；01/栏内的

数值表示由 9):［#!］" #在 %&, "复平面上根的实部确定的归一化共振频率 ;
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上，使（!）式中系数矩阵行列式 "#$［!!］等于零的位

置，复根的实部可确定其共振频率，虚部反映了共振

峰的宽度（正比于能量因向外部媒质辐射而引起的

共振衰减）% 据此，对 ! & ’—!，我们用非线性最小
二乘法找出了"" ( #)* & ’—+’ 之间方程式 "#$［!!］

& ’在复平面上的根 % 在表 ,中，列出了"-#. " ( #)*的
实部 % 由表 , 可见，计算结果与由共振散射理论得
到的 /!.散射中的共振频率符合得相当好 % 这说
明对于铁球和有机玻璃系统，选择刚球的散射谱作

为背景谱是正确的 %
对比 /!/和 /!.散射中的共振散射谱（图 ,）

以及共振频率（表 ,），可以看到，在低阶分波中，若
干在 /!.散射中出现的共振峰在 /!/散射中没有
出现，即出现了共振模式缺损 % 下面我们在数值上
分析了造成 /!/散射中共振模式缺损的原因 %

图 + ! & ’—!阶分波 "#$［!!］& ’（⋯!⋯）和 "#$［!$!］& ’（0·0

!

0·0）在""( #)*复平面上根的分布

在共振频率"-#. " ( #)*处有 "#$［!!］& ’，若此处

"#$［!$!］和 "#$［!%!］不为零，则该频率是函数

$!（&) "）和 %!（&) "）的奇点；但是，如果在（!）式中

"-#. " ( #)*也是 "#$［!$!］或 "#$［!%!］的零点，并且其阶

数等于或高于 "#$［!!］的阶数，则该共振频率点不再

成为函数 $（&) "）和 %（ &) "）的奇点，从而有可能导
致在 /!/ 或 /! . 的共振谱中共振模式缺损 % 据
此，我们计算了各阶分波中 "#$［!$!］& ’或 "#$［!%!］

& ’在"" ( #)*复平面上的根 % 在数值计算中，我们取
复平面上不同根处的函数值小于 )’1 2 % 在此条件下
我们解出了 "#$［!$!］& ’的根，但未能找到 "#$［!%!］

的零点 % 图 +给出了根在复平面上的分布 % 结果清
楚地显示，由共振散射理论得出的 /!/散射中出现
模式缺损的频率点处，均存在 "#$［!!］和 "#$［!$!］几

乎相同的零点 % 然而，用 "#$［!!］& ’的根值来计算
"#$［!$!］的函数值时可以发现，除了零阶分波外，模

式缺损点是 "#$［!!］的零点但并不是 "#$［!$!］真正

的零点（参见表 +），但两者非常接近（参见图 +）% 这
一点并不奇怪，这是由于共振频率由 "#$［!!］零点的

实部求得，其虚部可以有所不同 %
由表 +可见，除了零阶分波 "#$［!$!］零点的阶

数要高于或等于 "#$［!!］的阶数外，其它各阶分波

"#$［!$!］零点阶数均低于 "#$［!!］的阶数，这说明对

高阶分波"-#. " ( #)*仍然是 $（&) "）的极点，因此在这
些频率上不应该出现模式缺损 % 仔细辨认图 ,中的
曲线，在 ! & )—,阶分波中模式缺损处，我们仍然
可以分辩出非常小的峰；对 ! & +—!分波，比较图 ,
和图 +中的峰值大小和根值在复平面上的位置可以
发现，当 "#$［!$!］和 "#$［!!］有非常接近的零点时，

对应共振频率点处出现一个小的共振峰 % 由此可以
看到，当"-#. " ( #)*是 $!（ &) "）的极点时总是会出现

)!3)4期 伍瑞新等：各向同性媒质中球体声散射的共振模式缺损



表 ! 在 "#$［!!］的零点"%#& "’ #()处，函数值 "#$［!!］，"#$［!$!］和 "#$［!%!］的绝对值

! * + ! * ( ! * ,

"%#& "’ #() "#$［!!］ "#$［!$!］ "#$［!%!］ "%#& "’ #() "#$［!!］ "#$［!$!］ "#$［!%!］ "%#& "’ #() "#$［!!］ "#$［!$!］ "#$［!%!］

!,-./ 0-, 1 (+ 2 (! !-+ 1 (+ 2 (! (3+ !-04 .-5 1 (+ 2 (, !! 53 ,-05 /-3 1 (+ 2 (! (3 5-3
4-!3 .-+ 1 (+ 2 0 3-. 1 (+, ((+ .-/4 (-! 1 (+ 2 (( ,.+ (5+ 4-5+ (-/ 1 (+ 2 (( ,5 3+
!5-.+ (-/ 1 (+ 2 0 (-0 1 (+ 2 (+ (!+ /-/. !-0 1 (+ 2 (( ,/+ (4+ 0-4+ (-+ 1 (+ 2 (+ ,!+ (4+
!(+-!3 /-/ 1 (+ 2 (( 3-5 1 (+ 2 (, (,+ !(,-+, !-( 1 (+ 2 (+ 4-( 4/ ((-!3 5-( 1 (+ 2 (+ /(+ 00
(,-!4 !-5 1 (+ 2 (+ (-+ 1 (+! /3 (4-,, (-! 1 (+ 2 (+ 3!+ (4+ (!-5/ ,-( 1 (+ 2 (+ ,4 .3
!(!-0! ,-. 1 (+ 2 (+ (-5 1 (+ 2 (, ((+ (4-.5 (-4 1 (+ 2 (+ (!+ (4+ (.-(! 3-5 1 (+ 2 (+ (3+ (4+
!(.-30 ,-+ 1 (+ 2 (+ ,-+ 1 (+ 2 (, (!+ !(0-(0 (-4 1 (+ 2 0 4-( .! (/-,0 0-3 1 (+ 2 (+ ((++ (,+
(/-/0 5-5 1 (+ 2 / (-3 1 (+! 0! ,(-0+ 3-3 1 (+ 2 (+ (,++ (!+ !,+-/5 (-4 1 (+ 2 0 (( 53
!,(-+3 .-, 1 (+ 2 (+ ,-( 1 (+ 2 (( /, ,,-./ (-0 1 (+ 2 0 !5 (3+ ,3-!+ 3-. 1 (+ 2 (( ,++ (4+
!,3-4/ 4-( 1 (+ 2 (+ (-4 1 (+ 2 (( (4+ !,5-!+ 5-. 1 (+ 2 (+ .-4 0. ,3-04 4-+ 1 (+ 2 (+ /.+ (4+
,4-!3 5-, 1 (+ 2 / (-! 1 (+! (!+ ,/-3( 4-/ 1 (+ 2 0 ,,++ /. !,.-0/ .-0 1 (+ 2 / 4-0 44
!,/-(, 0-+ 1 (+ 2 / !-+ 1 (+ 2 0 40 !,0-/4 5-( 1 (+ 2 (+ (, (,+

注：用共振散射理论方法计算的共振谱中出现 6"6散射模式缺损的频率用!标记 7

共振峰，但共振峰可能会随 "#$［!$!］和 "#$［!!］零点

的接近程度变得非常小 7 因此，对分波数 ! 8 + 时
用共振理论得出的 6"6散射中的模式缺损，并非是
真正的模式缺损，而应是由于共振峰很小难以辨认

所致 7
对 6"&散射，由于 "#$［!%!］没有零点，"#$［!!］

的零点均为 %（ &( "）的奇点，故不会产生共振模式

缺损 7

3 - 结 论

本文以有机玻璃中的铁球为例，研究了弹性媒

质中球形散射体共振散射中的模式缺损现象 7 通过
对散射系数 $!，%! 奇点的数值分析发现，在 6"&
散射中不会发生共振模式缺损，所有的 "#$［!!］的零

点均为 %!（&( "）的奇点 7 在 6"6散射中，零阶分波

存在模式缺损，其原因是在这些共振点 "#$［!$!］和

"#$［!!］有几乎相同的零点，并且 "#$［!$!］零点的阶

数等于或高于 "#$［!!］，从而导致共振模式缺损 7 对

! 8 +的分波，6"6散射中不会出现共振模式缺损 7
用共振散射理论计算得到的模式缺损，是由于共振

峰很小难以辨认所致 7 在这些点，"#$［!$!］和

"#$［!!］有非常接近的零点 7

附 录 弹性球!’(!，#(!各元素的数学表达式

!((! * 2 !)!（ &( "）9 &( ")!9(（ &( "），

!(,! * !（( 9 !）)!（*( "），

!(!! * !(!（ &, "）2 &, "(!9(（ &, "），

!(3! * 2 !（( 9 !）(!（*, "）；

!,(! * )!（ &( "），

!,,! * 2（( 9 !）)!（*( "）9 *( ")!9(（*( "），

!,!! * 2 (!（ &, "），

!,3! *（( 9 !）(!（*, "）2 *, "(!9(（*, "）；

!!(! * ,! 2 ,!, 9（*( "）( ), )!（ &( "）2 3&( ")!9(（ &( "），

!!,! * ,!（( 9 !）（2 ( 9 !）)!（*( "）2 *( ")!9(（*( "( )） ，

!!!! * + 2 ,! 9 ,!, 2（*, "）( ), (!（ &, "）9 3&, "(!9(（ &, "[ ]） ，

!!3! * 2 ,!（( 9 !）+ （2 ( 9 !）(!（*, "）2 *, "(!9(（*, "[ ]） ；
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