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随着裂缝性储集层的地位越来越重要，黏弹性各向异性介质中地震波传播理论的研究也越来越受到重视 )在
弱黏滞性条件下，针对标准线性黏弹性体模型，采用时间增量法，在每一个时间步长确定黏弹性变形及载荷，并在

计算下一个时间步长的黏弹性变形时把它加载进去，建立类似于解弹性问题的黏弹性方位各向异性介质波动方程

的有限元递推公式 )数值模拟给出了黏弹性波在地球介质中的波场传播特征 )
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! 4 引 言

随着实际地震勘探的逐步深入以及工作地区地

层的日趋复杂，复杂地层以及各向异性介质中地震

波传播的研究更加受到重视 )波动方程反映了波在
介质中的传播特性，能够较全面地反映波场特征，可

以通过数值求解方法来解波动方程 )近年来，有限元
数值模拟方法越来越受到国内外研究者的重视 )有
限元方法将连续问题转变为离散问题，有限区域内

的介质无论在几何和力学性质上多么复杂，其中的

波动问题可以用时空离散技术加以模拟，廖振鹏［!］

将此研究方法称之为波动计算机仿真 )牟永光［"］、
朱建林等［+］采用 256789/:;8<= 模型导出黏滞弹性波
有限元波动方程，并进行了有限元数值模拟 )另外，
水嘉鹏等［%］研究了标准滞弹性体的内耗特征 )在描
述黏弹性体的模型中，256789/:;8<=模型不考虑黏弹
性体随时间的变化关系，>?@A566模型在外力卸载以
后不能恢复原状，只有标准线性黏弹性体模型能较

全面地反映岩石地层的黏弹性特征 )因此，针对标准
线性体模型，采用时间增量法，即在每一时间步长确

定黏弹性变形及载荷，并在计算下一个时间步长的

黏弹性变形时把它加进去，从而最终确定位移场，采

用上述思想建立了黏弹性方位各向异性介质波动方

程的有限元格式 )并以二维波动问题为例，给出了黏
弹性波在地球介质中的波场传播特征 )

" 4 有限元解法递推格式

$%&% 有限元运动方程

考虑黏弹性各向异性介质的本构关系［&］，坐标

旋转［(］以后得到以裂缝方位角为参数的应力应变关

系方程
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（!），（"）式中 # 表示时间变量，*)（#）（ ) B !，"）表示
在时间 # B #时的松弛函数，即非松弛模量，) B !对
应于纵波，) B " 对应于横波；!"（ #）（ " B !，⋯，(）表
示应力分量；+&（ #）（ & B !，⋯，(）表示应变分量；(%’

和(（ )）
%’（ %，’ B !，⋯，(；) B !，"）表示空间函数；

!),（ #）（ , B !，⋯，%)；) B !，"）表示第 , 个松弛机制的
响应函数；%)（ ) B !，"）表示纵波和横波的松弛机制
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的总数；!（ !）
"" 和!

（ !）
#"（ " ! "，⋯，#!；! ! "，#）分别表示

材料的第 " 个机制的应力和应变松弛时间 $上述变
量和函数的具体表达式参见文献［%］$
在弱黏滞性条件下［&］，采用时间增量法求解该

非线性方程，从而可以避免卷积运算 $因此，可得其
近似计算公式为［’］
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重新整理（"）式，得到
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将应变张量用位移来表示，并写成整体符号形式，
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为黏弹性应变张量，本构关系式（%）变为
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在时间区间［ &"，&#］内积分，并使其变分为零，

即%"
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#6 & ! ,，其中广义能量泛函
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（;<—;6）式中上标 :表示矩阵转置 $
在时间区间［ &"，&#］上，应用哈密顿原理，由结

点位移 $)（ &）的任意性，可得单元上的有限元方程
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表示单元质量矩阵，
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表示单元刚度矩阵，
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表示单元黏弹性等效载荷矩阵，
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表示单元载荷矩阵，则单元有限元方程化简为
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单元集成以后得到整体有限元运动方程
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因此，黏弹性问题可以采用解弹性问题的方法

来计算 $即在每一个时间步长上，确定黏弹性变形和
相应的黏弹性等效载荷 +12345（ &），并在下一个时间
步长计算位移场时把它加载进去，从而最终确定黏

弹性变形的位移场问题 $

!"!" 递推公式

假定时间 & ! ,的位移 &, 和速度 &·, 为已知，设
时间求解域［,，.］被等分为 1 个时间间隔!& !
. +1，并假设已知 ,，!&，⋯，& 时刻的解，求解 & (!&
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时刻的位移场［!］"
加速度和速度可以用位移表示为
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时间 ! (!! 的位移解 !（ ! (!!）需满足的有限
元方程是
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将加速度代入（%1）式，得到
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（%2）式是求解各个离散时间点运动方程解的递推公
式 "而当 ! $ 3时，为了计算 !!!，除了从初始条件已

知的 !3 以外，还需要知道 ! ’!! "可以利用加速度和
速度公式得到

! ’!! $ !3 ’!!!·3 (!!&
& !# 3 " （%4）

（%4）式中 !·3 可以从初始条件中获得，而加速度 !# 3

可以利用 ! $ 3时的运动方程获得 "

5 6 数值模拟

考虑具有任意方位的竖向平行垂直裂缝组成的

黏弹性介质模型 "震源函数采用雷克（7-/89:）子波，
主频为 23 ;<，震源位于模型的中央位置，震源只是
在该点处有作用，子波长度为 55 =."雷克子波函数
如下：

"#（ !）$ 3， （%>*）

"$（ !）$ 3， （%>+）

"%（ !）$［% ’ &（#"3 !）&］9?@［’（#"3 !）&］，（%>/）
式中 "3 为主频 "设有一个均匀的黏弹性各向异性介
质模型，其黏弹性参数如表 %所示 "取!# $!% $ %3
=，!! $ % =.，# 和 % 方向的计算点数 &# 和 &% 均为

136 观测系统采用中点激发，两边接收的方式，得到
了地震波在不同裂缝方位角（3A，53A，%13A）时的波场
传播快照（# 分量和 % 分量）"
图 %给出了双程旅行时为 &13 =.时的地震波

波场传播快照 "波场特征如下：
（%）观测到三种波 "以裂缝方位 53A为例，三种波
的波前曲面如图 %（/）所示 "由外及里依次是纵波、

快横波和慢横波 "

表 % 各向异性黏弹性页岩介质的材料性质

参 量 数 值

弹性模量 ’BCD* ’%% 163

’%& %63

’%5 &63

’55 2641

’11 &6&1

’22 &63

密度!B8E·=’ 5 &133

松弛时间"B.
"（%）#

36355&144

363355&14

"（%）$
36353)211

363353)21

"（&）#
36351&))5

3633&!543

"（&）$
363&>4)>&

3633&!514

（&）横波分裂现象 "在各向异性介质中，由于两
类横波速度大小之间的差异，可以观测到横波分裂

现象 "仍以裂缝方位 53A为例（图 %（/）），可以看到两
种横波———快、慢横波 "
（5）方位特征差异显著 "在传播快照图上，可以
看出，3A方位的黏弹性波的波前形状近似于一个长
轴在 # 轴方向的椭圆；而 53A方位的黏弹性波的波
前形状为水平方向略鼓的椭圆；在 %13A方位波前形
状也近似为椭圆，但该椭圆比 3A方位的短轴（垂直
方向）要长一些，说明它具有各向异性 "
（)）横波波前出现尖角 "从图 %（*）中 3A方位 #
方向 &13 =.传播快照可以清晰地看到，FG 波出现
四个尖角 "

) 6 结 语

在弱黏滞性条件下，针对标准线性黏弹性体，采

用时间增量法解决了黏弹性变形的计算问题，应用

动态问题的哈密顿原理建立了黏弹性方位各向异性

介质波动方程的有限元递推公式 "利用本文给出的
方法可以方便地采用弹性波场的有限元分析方法和

程序来求解黏弹性波场的变形问题 "与弹性波场有
限元法求解的差别是在波场计算中仅增加了一步，

即需要在每一时间步长计算黏弹性变形和等效黏弹
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图 ! 地震波双程旅行时为 "#$ %&时的波场传播快照

性载荷，并在计算下一个时间步长的位移场时，把它

作为一种载荷加载进去 ’该方法的优点是采用现有
的有限元分析方法就可以计算黏弹性波场的传播特

征问题 ’
从波场快照中可以看到如下波场特征：波前曲

面由外及里依次是纵波、快横波和慢横波；观测到横
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波分裂现象；黏弹性波的波前面随方位的不同发生

明显的改变；在 !"方位上可以看到横波的波前出现
尖角现象 #
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