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利用代数变换，构造了与文献［(］中的 *++,代数!!" 的子代数等价的 *++,代数!!! 的一个子代数"!! -再将"!! 扩

展为一个高维的 *++,代数!" -利用!" 设计了一个等谱问题，结合子代数间的直和运算和同构关系，得到了 ./01231
45方程族的一类扩展可积系统 -作为约化情形，求得了著名的 067894:;<=8方程与 2345方程的可积耦合系统 -
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!@ 引 言

寻找尽可能多的可积孤立子方程族是孤立子理

论研究中的一项重要而有趣的课题，目前流行的方

法是屠规彰格式，简称屠格式 -人们利用屠格式已获
得了许多具有重要物理背景的可积方程族，如

A3.0族、3.族、BC族等［!—)］-为了扩大屠格式的应
用范围，郭福奎教授在文献［(］构造了 *++,代数!!"

的一个子代数，由此建立了 ./012345方程族，这无
疑为屠格式的应用开辟了一条道路 -但随着可积系
统研究的不断深入，人们利用不同手段得到了许多

高维可积模型 -如郭福奎教授通过构造 *++,代数!!!

上的多个基元（#>）得到了一系列的高维可积模
型［>，$］-楼森岳教授等利用不可逆形变 D:E8F变换计
算出了具有许多物理背景的高维 GF:;*=H= 可积模
型［’—!#］-文献［!)—!’］通过构造几类高维 *++,代数
求得了著名的 A3.0 族、BI 族、JGB 族等可积系统
的扩展可积系统 -我们发现，所用的高维 *++, 代数
都是在 " K "*++,代数!!! 的子代数基础上扩展而成

的 -而文献［(］中的 *++,代数是 # K #的!!" 上的一个

子代数，显然不能利用文献［!)—!’］中提供的方法
直接将其扩展为一类高维 *++, 代数 -因此，为求得
./012345 方程族的扩展可积系统，我们先作一个
恰当的纯量代数变换，将 *++,代数!!"的一个子代数

等价地化为 *++,代数!!! 上的一个子代数"!!，再将

"!! 扩展为一类高维 *++,代数，且与文献［!)—!’］中

的任何一个都不同 -利用 *++,代数的子代数间的直
和运算与同构关系以及屠格式，求得了 ./I12345
方程族的一类扩展可积模型 -特别地，作为约化情
形，得到了著名的 067894:;<=8 方程和 2345 方程的
可积耦合系统 -

" @ ./012345方程族的扩展可积系统

考虑 *++,代数!!" 的如下子代数
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利用（!）式构造等谱问题
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解零曲率方程 )* $ !（"）
+ !［)，!（"）］" #，得到 %&’(

)*+,方程族
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是递推算子，"是一非零常数 2
作为（.）式的约化情形，当 " " -时，有

/* ""0++ ! 1"0（ 0- $ /-），

0* ""/++ ! 1"/（ 0- $ /-）{ 2
（1）

取"" 3，1 " / ! 0 " 0 ! 3/0，这里假设 0 与 /0 为实

数，将（1）式中的两式相加即得非线性的 ’4567+389:6
方程

31* ! /++ ! 1 ; 1 ; - 1 " #2 （<）
当 " " .时，有

/* " "- /+++ ! ="/+（ 0- $ /-），

0* " "- 0+++ ! ="0+（ 0- $ /-）2 （=）

取 / " 3 0，则（=）式约化为著名的 )*+,方程

0* " "- 0+++ ! 0-"0+0
- 2 （>）

记 % ! " ’0，% $ " ’-，’ ! " ’.，’ $ " ’1，设有代数变
换 ’2"#2’

—
2，#2（ 2 " 0，-，.，1）是待定常数，这里
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解方程
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于是得到 ?@@A代数$30 的一个子代数%30
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可见，该子代数与（0）式等价 2将（/）式扩展为如下一

个新的 ?@@A代数 4B：
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［ !!（"），!"（#）］# $!%（" & #），
［ !$（"），!"（#）］# !%（" & #），

［ !’（"），!"（#）］# !$ !"（" & #），

［ !(（"），!"（#）］# !$ !%（" & #），
［ !!（"），!%（#）］# $!"（" & #），
［ !$（"），!%（#）］# !"（" & #），
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［ !(（"），!%（#）］# !$ !"（" & #），
［ !"（"），!%（#）］# *，

+,-!$（#）# #，$ # !，$，’，(，"，% . （/）

注：在（/）式中，之所以取 !$（#）# !
$ !!（ #）是为

了与（!）式中的 % )，% &的关系相对应 .

如果我们记 &0 ! # 1234｛!!（ #），!’（ #），!(（ #）｝，

&0 $ # 1234｛!"（ #），!%（ #）｝，则 &0 # &0 !" &0 $，［&0 !，

&0 $］# &0 $，并且 &0 ! 同构于 ’
—

! .符号"表示直和，

1234表示张成的线性空间 .
根据（/）式，设计等谱问题
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解静态零曲率方程
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则（!!）式可写为
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可验证（!’）式的左端所含基元的阶数（+,-）%*，右
端的阶数&* .因此，两端的阶数为 * .于是
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确定可积系
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根据（!$）式得递推算子
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其中

! ! !""# $ %"#!$& "( )&
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于是（&%）式可写为
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当取 "& ! *，"" ! +，"# ! "% ! *时，（&)）式就约化为

+,-./012方程族（#）(因此，可积系统（&)）是（#）式
的一类扩展可积系统 (根据可积耦合的定义［&3—""］

知，（&)）式也是（#）式的可积耦合系统 (作为约化情
形，考虑两种情形 (
情形 ! 在（&)）式中，取 ’ ! "得

"& & !!"",, ’ %!""（""
" $ ""

&），

"" & !!"&,, ’ %!"&（""
" $ ""

&），

"# & ! "!"#,, ’!"!"& "#, ’!"!（"& "#）,

$!"!（"" "%）, $!"!"" "%, ’ "!"#（""
" $ ""

&），

"% & ! "!%,, ’!"!（"% "&, $ ""& "%,）

’!"!（"# "", $ """ "#,）’ "!"%（""
" $ ""

&）(（&4）
在（&4）式中，取!! 5，- ! "" ’ "& ! "" ’ 5"6 &，其中

"6 &，"" 为实函数 ( 将（&4）式的前二项相加得到

-789:15;<=9方程的可积耦合系统
5-& ’ -,, ’ %- > - > " ! *，

"# & ! "!"#,, ’!"!"& "#, ’!"!（"& "#）,

$!"!（"" "%）, $!"!"" "%, ’ "!"# > - > "，

"% & ! "!"%,, ’!"!（"% "&, $ ""& "%,）

’!"!（"# "", $ """ "#,）’ "!"% > - > " (
情形 " 在（&)）式中，取 ’ ! #并且令 "& ! 5""，

"" ! "，得到 /012方程的扩展可积耦合系统

"& !!" ",,, ’ &"!"
" ",，

"# & ! "!"#,,, ’!"!5（"""#, ’ "# ",）,

$!"!（"""%, ’ ","%）,

’ %!（"" "#）, $ !" "!5""#,, ’ "!"
" "#,

’ "!5"（""% $ 5""#）, ’ 4!5"
" "%, $ !" "!""%,,

$ "!"","# ’ %!"
" "#, ’!""!（"% ",, ’ 5"# ",,），

"% & ! "!"%,,, ’!"!（5","% ’ ","# $ " .""%, $ """#,）,

’ %!（"" "%）, ’ !" "!5""%,, $ "!"","%

’ 4!"
" "%, $ 4!"

" "#, ’ !% "!5"# $ !" "!""#,,

$ "!5"（""#）, ’ "!"（""%）, ’ "!5"","#

’!""!（"# ",, $ 5",,"% $ " ."# "%）(
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（G<B<:H<, -> IBC7J<D -..-；D<H:=<, K%&6=BD:LC D<B<:H<, -- M<B<KJ<D -..-）

0J=CD%BC
0 =6J%N’<DJD%!3!，O$:B$ := <P6:H%N<&C C7 C$< =6J%N’<JD% 7Q C$< N77L %N’<JD%"3- :&“!994 32’) 8)’" / +-. / )* >.!”，:=

B7&=CD6BC<, JR K%S:&’ 6=< 7Q %N’<JD%:B CD%&=Q7DK%C:7&/ T$<& % $:’$F,:K<&=:7&%N N77L %N’<JD%"C := LD<=<&C<, :& C<DK= 7Q!3! / 0&

:=7=L<BCD%N LD7JN<K := <=C%JN:=$<, Q7NN7O:&’"C JR C$< 6=< 7Q ,:D<BC =6K 7L<D%C7D= %&, :=7K7DL$:B D<N%C:7&= %K7&’ =6J%N’<JD%= / UC
Q7NN7O= C$%C % CRL< 7Q <VL%&,:&’ :&C<’D%JN< =R=C<K Q7D C$< WXYFK8,Z $:<D%DB$R 7Q <H7N6C:7& <P6%C:7&= := 7JC%:&<,/ 0= :& D<,6BC:7&
B%=<=，C$< :&C<’D%JN< B76LN:&’= 7Q C$< Q%K76= YB$D[,:&’<D <P6%C:7& %&, K8,Z <P6%C:7& %D< LD<=<&C<,/

+,-./012：N77L %N’<JD%，:&C<’D%JN< =R=C<K，:=7=L<BCD%N LD7JN<K
3455：.21.8，.--.，.23"5

2!!-9期 张玉峰等：一类 WXYFK8,Z方程族的扩展可积系统


