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利用扩展系综法得到了正则系综下水的 ()*+*模型的自由能值为 , $"- +%. / #- #!.012345，并与其他方法所得
的结果作了比较 -提出了选择该方法中关键参数（平衡因子）的有效方法，并讨论了该方法的可移植性 -
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!国家自然科学基金国际合作项目（批准号："#""""+#!!’）和浙江省自然科学基金（批准号："###"’）资助的课题 -

" 8 引 言

作为“生命之源”的水，由于氢键的存在，一般以

多个水分子构成分子团的形式存在 -由于水分子是
有极分子，相同分子数构成的水分子团，可以存在各

种各样的稳态、亚稳态微观结构 -正是分子团微观结
构的存在，使得看似普通的水与其他同类化合物相

比具有独特的物理、化学性质 -例如在它的冰点以下
直到 $!.9仍有可能保持液态———超冷水状态［"］；甚
至在一定条件下，"!#9附近还会出现玻璃态—液态
相变［$］-
因此要了解和研究水的宏观性质，对于水分子

团微观结构的了解是非常重要的 -然而由于液态水
的特殊性，其微观结构的直接测量是极其困难的，人

们除寻求各种有效的测量方法外，往往要结合动力

学模拟的方法加以确定［!］-随着分子动力学模拟技
术的成熟，物质在超临界或极端条件下分子水平的

研究在近几年有了很大的进展［+—%］-由于水的独特
的物理和化学性质，在分子动力学模拟中它是人们

最感兴趣的研究课题之一［6—&］-最近的研究结果表
明［"，$，"#］，在超临界或极端条件下使用水的 ()*+*模
型进行模拟的结果与实验能够很好地吻合，说明

()*+*模型是相当成功的，是最有前景的水分子相
互作用模型之一 -人们感兴趣的系统的相变、相平
衡、融解和构形转变等现象的研究中，自由能的计算

非常重要，人们已经提出了许多方法来计算系统的

自由能，例如 :;<34=>?@3AB@5 A?C;D<@CA4?［""］，E@<CAB5;

A?F;<CA4?［"$］，3G5CAFC@D; F@3E5A?D［"!］，H@<A4GF H;<FA4?F 4I
G3J<;55@ F@3E5A?D［"+］，E;<CG<J@CA4? 3;C:4=F［".］和 @BB;EK
C@?B; <@CA4 3;C:4=［"’］等 -但是这些方法需要大量的计
算量，对于强耦合或高密度的系统甚至会失效 - L>K
GJ@<CF;H 等人提出了一种叫扩展系综方法（MM
法）［"6］，它可以让我们在一次分子动力学（NO）模拟
中使用相对简单的方案得到任意系统的高精度的绝

对自由能 -本文将利用 MM法计算水的 ()*+*模型的
自由能 - MM法的主要思想是对一般的系综（如正则
（PQ(）系综）加权（平衡因子）求和构成一个扩展了
的系综 -利用 N;C<4E45AF算法的 NR随机行走产生所
有子系综的概率分布，而它与相应子系综的配分函

数之比有直接的关系，因此得到自由能差 -如果其中
一个子系综（参考系综）的自由能是已知的，那么可

以得到其他各子系综的自由能 -在该方法中，平衡因
子的选择是关键，我们发现平衡因子很小的一点差

异就会强烈地影响子系综的概率分布，甚至不能自

发地在两个末端子系综间往返转移 -在我们的工作
中提出了一个选择平衡因子的有效方法 -
本文给出利用该方法得到的 ()*+*模型水在实

验室环境下的结果；提出一个选择平衡因子的有效

方法，并讨论该方法的可移植性 -

$ -扩展系综方法（MM 3;C:4=）

在以下讨论中所谓的“自由能”其实是它的正则

构形部分，也就是
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! !（"#"！）!
#

$$%&’（(!%（$）），

其中! ! "# &’，%（ $）是哈密顿的势能部分，$ 是广
义坐标变量 )由于在我们的有限的 *+运行中计算
配分函数是不现实的，所以不能直接得到自由能 )但
是存在计算相对自由能的方法，对于系统“"”和“,”
我们可以计算配分函数之比 !, - !"，从而得到自由

能差!" (" (!, (, ! ./（!, #!"）)
我们以 012系综 %（ $，)）为例简要介绍在 *+

中的 33方法 )假定 %, 是已知自由能的参考系综

（例如理想气体），同时引进一条哈密顿量链

%,，%"，⋯，%*，⋯，%+ ! %，
哈密顿量 % 被逐渐地变换到 %, )对应于每一个 *
都是一个正则系综，它的构形配分函数为

!* ! "
"！!,"

"

- ! "
$$- %&’（!*%*）) （"）

现在我们可以组合得到一个扩展系综的配分

函数
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式中"* 是一组给定的固定值（平衡因子）)
如果所研究的系统的哈密顿量为

%（)，$）! #
"

-
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-

5*-
4 #

"

- 6 . ! "
#（｛$｝）， （7）

可以把这条哈密顿量链的中间哈密顿量写成如下形

式：

%（)，$）! #
"

-

)5
-

5*-
4#*#

"

- 6 . ! "
#（｛$｝），（8）

在这里 , !#, 9⋯ 9#* 9⋯ 9#+ ! ")
在 *+中我们设计了两类跃迁过程："）固定温

度的一般分子动力学运动进程，5）保持粒子的坐标
和动量不变，根据一般的 *%:;<’<.=>算法变换#*（*

$*? ! * @ "，注意从 * 到 *?的加减方向是随机确
定的），这一步的变换概率由 A<.:BCD//表达式决定：
C=/｛"，%&’［（#* (#*?）#（｛$｝）# &’ 4"*? ("*］｝)
经过一次 *+模拟后，可以得到子系综 * 在整

个扩展系综中的占有概率：)* ! /* #/（ / 是整个模
拟的 *+步数）)考虑到（"），（5）式，可以得到

)* ! !* %&’（"*）#!，
因此

)*
)&

!
!*

!&
%&’（"* ("&）

! %&’（!&(& (!*(* 4"* ("&）， （E）
式中 (* 是 * 子系综的 F%.CG<.:B自由能的构形部
分，所以可以计算扩展系综的任意两个子系综的自

由能差 )如果 * ! ,的子系综的自由能已知，就可以
得到任意子系综的绝对自由能 )如果 * ! , 相应于
理想气体，则!, (, ! ( ./（#" #"！）（# 是体积），子系
综 * 的自由能为

!*(* !!, (, 4 ./（), # )*）4"* (", ) （H）
在 *+中，所有的子系综都是在相同的温度下
模拟的，在改变子系综时不需要对粒子的速度进行

重新标度，所以 33 方法可以很方便地在 *+ 中实
现 )当固定 * 时，对平衡的子系综所得的结果对应
于系统在温度为 ’* ! ’ ##* 时计算所得的结果 )
原则上参数"* 不会影响自由能的最终结果，

但它们会强烈地影响概率 )*（假如选择所有的"*

! , 时，则系统只会占据在能量最低的子系综）)很
显然如果各个子系综的概率 )* 基本上相等时，我
们的结果就会满足最小扩散的条件，所以把"* 叫

做“平衡因子”)当满足"* !!*(* 时，各个系综的占

有概率均匀分布 0* ! "#（+ 4 "）)

7 )水自由能的计算

本文使用了流行的水分子势———2IJ8J［"K］势模
型，单个水分子作为刚体 )为了方便，我们使用约化
单位，长度单位是$ ! ,L7"E8/C，能量单位是% !
,LHE"MN - C<. )水的密度是 "O - PC7，温度是 5QKR)
为了实现刚体分子的 012系综的分子动力学

模拟，我们对 0<>STF<<U%; 方法［"Q，5,］进行了修改，具
体算法如下：

!" - !#*
#-

*-
( 12

2
$" -，

3- $!- !#*%- (!- V（ 3-!-）(
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2 3-!-，

42 ! 125
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’
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-
!’

- 3-!- ( /6( )’ ，

其中 2 是用来调节温度的时间标度变量，+2 的量纲

是（%/%;OW）（:=C%）5，用来决定温度涨落的量，#* 是上

面提到的%* 中的量，/6 是系统的自由度 )
在水的自由能的计算中，我们选择了 X%//D;$T

N</%>（XN）系统作为参考系统，XN系统的自由能计算
的详细说明可参考文献［5"］)我们考虑变换静电作
用对哈密顿量的贡献来构造扩展系综子系综的哈密
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顿量

!" ! !
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$ ! "

%#$
#"$

$ "
#!

#

$ ! "
&$!#

$ $ ’%& $""’’(，

式中 # 代表分子数，’%&是氧原子间的 %&相互作用，

’’(是静电势能，参数"" 从 )到 "逐渐变化 *
在分子动力学程序中我们使用了周期性边界条

件和最小镜像约定 *从表 "中可以知道虽然水分子
间存在静电力，但在截止半径为 ) * +,-.时，被忽略
的静电相互作用能是很微小的，可以忽略这部分能

量而使用 /01233方法 *在每运行完一 45步后就尝试
变换系综，45步长为 6 7 ")8 "9 : *同时把"分成 #,
步：)—) *),间隔为 ) *)"，) *),—"间隔为 ) *), *

表 " ;<=系综的 =>?@?模型的水在温度为 #A6B时不同截止

距离下的能量差异比较

截止半径

（#! )CD",@-.）

")))个刚性水分子进行模拟的结果

(=2( E（F&E.2(） (’( E（F&E.2(）

# *D6# 8 A*9@9 8 ""*D,9

, *)D# 8 A*99D 8 ""*D)"

首先根据文献［#"］计算在 #A6B时仅仅氧原子
间存在相互作用的参考系统与水的理想气体（水分

子间没有相互作用）间的自由能差（约化参数为 )"

! DC6和$
" ! )* A6），我们得到%* ! #* @)6 G )* ))9

（* ! ,CA,+F& H .2(）*
然后我们计算温度在 #A6B时，=>?@?水模型与

%&参考系统的自由能差 *由方程（,）可知，在粒子数
比较大时平衡因子&" E# 的微小变化对各子系综的
占有概率的影响是成指数变化的，根据文献［"+］所
进行的参数优化并不能很快达到理想状态，在下一

部分讨论我们提出的有效方法 *当平衡因子优化后，
45在两个末端子系综间折返一次平均需要 ")945
步，为了得到有效的平均值，我们用了 A 7 ")945
步，得到%* ! 8 ""* )AD G )* ))6（ * ! 8 #+* @@#F& H
.2(）*
图 "和图 #给出了 =>?@?水模型在扩展系综中

的模拟结果 *最后我们得到 =>?@?水模型在温度为
#A6B，密度为 "I H /.D 的相对 JK(.L2(1M 自由能 * !
8 #"*@6, G )C)D,F& H .2( *在相同条件下 JKN.O-: 等
人［##］用热力学积分的方法得到的结果是 8 ##* #9F& H
.2(；&2NIK-:K- 等人［#D］用单溶剂微扰（ :P-I(K :2(QK-1
RKN10NSO1P2-）的方法得到 ;?=系综下的相对 TPSS:自
由能为 8 #,* 9# G #* @9F& H .2(，把它转换为 JK(.L2(1M
自由能是 8 #D* ") G #* @9F& H .2( *我们得到的结果比

热力学积分方法和单溶剂微扰方法所得的结果要稍

高一点，但在误差范围内，可见我们得到的结果与其

他方法得到的结果是一致的 *

图 " 势能的不同成分对总势能的贡献与参数"的依赖关系

图 # =>?@?水模型与 ’’中 %&参考系统的自由能%"*" E#（ $）、

内能%"(" E#（#）和熵 +E#（$）之差与参数"的关系

@C 讨 论

在选定"" 后，我们可以得到各个子系综的能

量分布，在图 D中画出了（"#D ! )CA，"#@ ! )CA,，"#, !
"C)）三个子系综的静电部分势能的分布（45约化单
位’! )C9,"F&E.2(）*为了让 45能够在各个子系综
间转移，相邻子系综的能量必需有很大的重叠，选择

合适的 KUR（&"）可使各静电部分的能量有一个

8&" E（%""）的移动，结果可见图 @ *从图 D和图 @可
知，原来相邻子系综的能量重叠很小，在经过一个平

移后增大了能量的重叠面积，可以肯定在 45中系
统能够自发地在"的两个末端间来回移动，说明该
方法是可行的 *
由于在实际使用中，我们选择的是&" E# 而不

是&"，所以&" E# 的微小变化会强烈地影响各子系
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综的概率分布，甚至 !"不能自发地在两个末端子
系综间往返转移，这会花费很多精力和计算量去优

化平衡因子 #在我们的工作中发现了一个相对方便
的选择平衡因子的有效方法 #可以先选定!!，然后

计算各个子系综的总能量（" 个粒子之和）分布，如
果相邻子系综的能量分布中心相差很大，就有必要

在这两个子系综间插入一个中间子系综 #在选定相
邻子系综的能量重叠面积后，可以计算得到各子系

综相应的平衡因子"! #与以前的方法相比，我们的

图 $ 静电作用部分的能量分布与!的关系

方法选择的是"!，而不是"! %"，所以"! 的比较大

的差异相应"! %" 这个差异就会变小，从而可以减
少为了优化平衡因子而进行的模拟次数 #但是我们
的方法需要额外计算各个子系综的能量分布 #显然，
本文的方法对于粒子数比较大的系统更加有效 #
类似地，可以构造扩展的 &’(系综（考虑体积

# 的收缩）、扩展的 &)(系综（考虑 " 和 $）和扩展
的##$ 系综［

*+］（考虑 "）#

图 , 平移后的能量分布与!的关系
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