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基于具有双周期解的常微分方程，提出了一种构造非线性微分方程双周期解的新方法，在计算机符号软件帮

助下方法可实现机械化 *应用此方法于非线性耦合标量场方程，得到了该方程的大量的新精确解 *
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! > 引 言

本文继续研究非线性耦合标量场方程［!］

!!! ? @! A!’ A "!"!， （!）

"!! ?（ # @ "）" A#"
’ A "!"

" （"）
的精确解问题 *对该方程的精确解的研究已有大量
的结果［!—B］*本文给出一个新的，可以求出方程多种
双周期解（或雅可比椭圆函数解）的有效方法，该方

法的一个优点是它避开了直接使用雅可比椭圆函

数，从而，可在计算机符号软件的帮助下实现机械化

求解；利用该法再一次的讨论方程（!），（"）的新精确
解；我们就本文的有关问题进行一个简短的讨论，并

给出一些结论和一个公开问题 *

" > 构造非线性微分方程双周期解新
方法

对于给定的非线性常微分方程

$（%，%&，%&&，⋯）? %， （’）
通过使用新变量$ ?$（ &），假设方程（’）具有如下
形式的解

%（ &）? %（$（ &））? ’% A"
(

) ? !
［’)$) A *)$@ )］，

（&）
这里$ ?$（ &）满足

（$C）" ? #（$）， （B）

或它的等价形式

$D ? +（$）， （$）
这里 ’%，’,，*,（ , ? !，"，⋯，(）为待定常数 * 定义
多项式次数函数为 -（%（$））? (，我们有

- %.（$）
4/%（$）
4 &( )/( )0

? (. A 0（( A /），（(）

这样，可通过平衡最高阶线性项和非线性项来确定

( *将（&）式代入到方程（’）中得到一关于$)（ ) ? %，
E !，E "，⋯，E (）的多项式方程 *令它们的系数为
%，得到一关于未知数 ’,（ , ? %，!，"，⋯，(）和 *,（ , ?
!，"，⋯，(）的代数方程组 *求解此代数方程组即可
得到方程（’）的双周期解 *方程（B）和（$）在下面的求
解过程中扮演着十分重要的角色，这里的函数 #，+
有着多种取法［$］*下文中仅考虑其中的一种取法，即

#（$）?（! @$"）（! @ 1"$"）， （-1）
+（$）? @（! A 1"）$ A "1"$’， （-F）

这里 1 为雅可比椭圆函数的模数［$］*
方程（B）或（$）的解为

$（ &）? 68（ &，1）， （)）
且具有性质

86（ &，1）? !
68（ &，1） （!%）

注 !：容易看出当 *) ? %或 ’) ? %时，文献［(—!!］的

方法是我们方法的特殊情形 *当 ’)*)#%时，我们的
方法可以得到新的双周期解 *
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!" 非线性耦合标量场方程的新双周
期解

对方程（#），（$）可假设它的解为

! % !& ’ !#" ’ "#"(#，

# % #& ’ ##" ’ $#"(#，

其中

)$"
)%$ % (（# ’ &$）" ’ $&$"!，

)"
)( )%

$

%（# ("$）（# ( &$"$）*

通过简单的计算得到

(! ’!! ’ ’#
$! (!%%

% ( !& ’ !!
& ’ +!& !# "# ’ ’!& #$

&

’ $’!& ## $# ’ $’#& $# !# ’ $’#& ## "#

’［( !# ’ !!$
& !# ’ !!# "$

# ’ $’#& ## !&

’ ’!# #$
& ’ ’#$

# "# ’ $’## $# !# ’ !#（# ’ &$）］"
’［( "# ’ !!$

& "# ’ !!$
# "# ’ $’#& !& $#

’ ’"# #$
& ’ $’## $# "# ’ ’$$

# !# ’ "#（# ’ &$）］"(#

’［!!& !$
# ’ ’#$

# !& ’ $’#& ## !#］"$

’［!"$
# !& ’ ’!& $$

# ’ $’#& $# "#］"($

’［!!
# ’ ’#$

# !# ( $&$ !#］"!

’［"!
# ’ ’$$

# "# ( $"#］"(!

% &， （##）
（ ( ( ’）# ’$#

! ’ ’#!
$ (#%%

%（ ( ( ’）#& ’$#!
& ’ +$## #& $#

’ ’#& !$
& ’ $’!# "# #& ’ $’!& "# ##

’ $’!& !# $# ’［（ ( ( ’）］##

’ !$（#$
& ## ’ #$

# $#）’ $’!& !# #&

’ $’!# "# ## ’ ’!$
& ## ’ ’!$

# $#

’ ##（# ’ &$）］" ’［（ ( ( ’）$#

’ !$（#$
& $# ’ ## $$

#）’ $’!& "# #& ’ ’## "$
#

’ ’!$
& $# ’ $’!# "# $# ’ $#（# ’ &$）］"(#

’［!$#& #$
# ’ ’!$

# #& ’ $’!& !# ##］"$

’［!$#& $$
# ’ ’#& "$

# ’ $’!& "# $#］"($

’［$#!
# ’ ’## !$

# ( $&$ ##］"!

’［$$!
# ’ ’$# "$

# ( $$#］"(!

% &， （#$）
令方程（##），（#$）中的系数为零，则可得如下代数方
程组：

( !& ’ !!
& ’ +!& !# "# ’ ’!& #$

&

’ $’!& ## $# ’ $’#& $# !# ’ $’#& ## "#

% &， （#!,）

( !# ’ !!$
& !# ’ !!# "$

# ’ $’#& ## !&

’ ’!# #$
& ’ ’#$

# "# ’ $’## $# !# ’ !#（# ’ &$）

% &， （#!-）

( "# ’ !!$
& "# ’ !!$

# "# ’ $’#& !& $#

’ ’"# #$
& ’ $’## $# "# ’ ’$$

# !##

’ "#（# ’ &$）

% & （#!.）
!!& !$

# ’ ’#$
# !& ’ $’#& ## !# % &， （#!)）

!"$
# !& ’ ’!& $$

# ’ $’#& $# "# % &， （#!/）

!!
# ’ ’#$

# !# ( $&$ !# % &， （#!0）

"!
# ’ ’$$

# "# ( $"# % &， （#!1）

（ ( ( ’）#& ’$#!
& ’ +$## #& $# ’ ’#& !$

&

’ $’!# "# #& ’ $’!& "# ## ’ $’!& !# $#

% &， （#!2）
（ ( ( ’）## ’ !$（#$

& ## ’ #$
# $#）’ $’!& !# #&

’ $’!# "# ## ’ ’!$
& ## ’ ’!$

# $# ’ ##（# ’ &$）

% &， （#!3）
（ ( ( ’）$# ’ !$（#$

& $# ’ ## $$
#）’ $’!& "# #&

’ ’## "$
# ’ ’!$

& $# ’ $’!# "# $#

’ $#（# ’ &$）

% &， （#!4）
!$#& #$

# ’ ’!$
# #& ’ $’!& !# ## % &， （#!5）

!$#& $$
# ’ ’#& "$

# ’ $’!& "# $# % &， （#!6）

$#!
# ’ ’## !$

# ( $&$ ## % &， （#!7）

$$!
# ’ ’$# "$

# ( $$# % & * （#!8）
解此代数方程组，可得如下十六种解 *
情形 ! 当 & % ( +，( ( ’ ( # % &时，上述方程

组有如下解：

!& % #& % &，

!# % & $$ ( $’
$ ( ’! $ ，

"# % $$ ( $’
$ ( ’! $ ，

## % & $ ( $’
$ ( ’! $，

$# % $ ( $’
$ ( ’! $， （#9）
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!! " "! " !，

!# " $ # %! $ %$
! $ $! % ，

%# " $ %! $ %$
! $ $! % ，

"# " # % $ %$
! $ $! %，

&# " % $ %$
! $ $! %， （#&）

!! " "! " !，

!# " $ # %! $ %$
! $ $! % ，

%# " $ %! $ %$
! $ $! % ，

"# " $ # % $ %$
! $ $! %，

&# " $ % $ %$
! $ $! %， （#’）

!! " "! " !，

!# " # %! $ %$
! $ $! % ，

%# " %! $ %$
! $ $! % ，

"# " $ # % $ %$
! $ $! %，

&# " $ % $ %$
! $ $! % ( （#)）

情形 ! 当 # " ’，$ $ ’ $ # " !时，上述方程组
有如下解：

!! " "! " !，

!# " # %! $ %$
! $ $! % ，

%# " $ %! $ %$
! $ $! % ，

"# " $ # % $ %$
! $ $! %，

&# " % $ %$
! $ $! %， （#*）

!! " "! " !，

!# " # %! $ %$
! $ $! % ，

%# " $ %! $ %$
! $ $! % ，

"# " # % $ %$
! $ $! %，

&# " $ % $ %$
! $ $! %， （#+）

!! " "! " !，

!# " $ # %! $ %$
! $ $! % ，

%# " %! $ %$
! $ $! % ，

"# " $ # % $ %$
! $ $! %，

&# " % $ %$
! $ $! %， （%!）

!! " "! " !，

!# " $ # %! $ %$
! $ $! % ，

%# " %! $ %$
! $ $! % ，

"# " # % $ %$
! $ $! %，

&# " $ % $ %$
! $ $! % ( （%#）

情形 " 当 # " ’!$ *$ , %$%

!$ $% ，’ $ $ , # , #% ,

（*$!$ ’!$ %$%）#
!$ $% " !时，上述方程组有如下解：

!! " "! " !，

!# " $ # %! $ %$
! $ $! % ，

%# " %! $ %$
! $ $! % ，

"# " # % $ %$
! $ $! %，

&# " % $ %$
! $ $! %， （%%）

!! " "! " !，

!# " # %! $ %$
! $ $! % ，

%# " $ %! $ %$
! $ $! % ，

"# " # % $ %$
! $ $! %，

&# " % $ %$
! $ $! %， （%-）
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!! " "! " !，

!# " # $! % $$
! % $! $ ，

%# " % $! % $$
! % $! $ ，

"# " % # $ % $$
! % $! $，

&# " % $ % $$
! % $! $， （$&）

!! " "! " !，

!# " % # $! % $$
! % $! $ ，

%# " $! % $$
! % $! $ ，

"# " % # $ % $$
! % $! $，

&# " % $ % $$
! % $! $ ’ （$(）

情形 ! 当 # " )$ % *!% $$$

!% $$ ，$ % ’ % # % #$ +

（*!% )$!+ $$$）#
!% $$ " !时，上述方程组有如下解：

!! " "! " !，

!# " % # $! % $$
! % $! $ ，

%# " % $! % $$
! % $! $ ，

"# " % # $ % $$
! % $! $，

&# " $ % $$
! % $! $， （$*）

!! " "! " !，

!# " # $! % $$
! % $! $ ，

%# " $! % $$
! % $! $ ，

"# " % # $ % $$
! % $! $，

&# " $ % $$
! % $! $， （$,）

!! " "! " !，

!# " % # $! % $$
! % $! $ ，

%# " % $! % $$
! % $! $ ，

"# " # $ % $$
! % $! $，

&# " % $ % $$
! % $! $， （$)）

!! " "! " !，

!# " # $! % $$
! % $! $ ，

%# " $! % $$
! % $! $ ，

"# " # $ % $$
! % $! $，

&# " % $ % $$
! % $! $ ’ （$-）

显然，方程组还存在 !! " "! " !# " "# " ! 而 %#"
!，&#"!或 !! " "! " %# " &# " !而 !#"!，"#"!
及 !! " !# " %# " ! 或 "! " "# " &# " ! 等的解，限
于篇幅，就不赘述了 ’
由此及（-），（#!）式得了方程（#），（$）的如下十

六种新的双周期解：

"# " % * $! % $$
! % $! $ ./（(，% *）

+ $! % $$
! % $! $ /.（(，% *），

## " % * $ % $$
! % $! $ ./（(，% *）

+ $ % $$
! % $! $ /.（(，% *），

"$ " * $! % $$
! % $! $ ./（(，% *）

% $! % $$
! % $! $ /.（(，% *），

#$ " % * $ % $$
! % $! $ ./（(，% *）

+ $ % $$
! % $! $ /.（(，% *），

"0 " * $! % $$
! % $! $ ./（(，% *）

% $! % $$
! % $! $ /.（(，% *），

#0 " * $ % $$
! % $! $ ./（(，% *）

$)0$ 物 理 学 报 ($卷



! " ! "!
! ! !! " #$（"，! %），

"& ’ ! % "! ! "!
! ! !! " $#（"，! %）

( "! ! "!
! ! !! " #$（"，! %），

#& ’ % " ! "!
! ! !! " $#（"，! %）

! " ! "!
! ! !! " #$（"，! %），

这里要求 ! ! # ’ ! )*

"+ ’ % "! ! "!
! ! !! " $#（"，%）

! "! ! "!
! ! !! " #$（"，%），

#+ ’ ! % " ! "!
! ! !! " $#（"，%）

( " ! "!
! ! !! " #$（"，%），

"% ’ % "! ! "!
! ! !! " $#（"，%）

! "! ! "!
! ! !! " #$（"，%），

#% ’ % " ! "!
! ! !! " $#（"，%）

! " ! "!
! ! !! " #$（"，%），

", ’ ! % "! ! "!
! ! !! " $#（"，%）

( "! ! "!
! ! !! " #$（"，%），

#, ’ ! % " ! "!
! ! !! " $#（"，%）

! " ! "!
! ! !! " #$（"，%），

"- ’ ! % "! ! "!
! ! !! " $#（"，%）

( "! ! "!
! ! !! " #$（"，%），

#- ’ % " ! "!
! ! !! " $#（"，%）

! " ! "!
! ! !! " #$（"，%），

这里要求 ! ! # ’ )*

". ’ ! $ "! ! "!
! ! !! " $#（"，$）

( "! ! "!
! ! !! " #$（"，$），

#. ’ $ " ! "!
! ! !! " $#（"，$）

( " ! "!
! ! !! " #$（"，$），

")/ ’ $ "! ! "!
! ! !! " $#（"，$）

! "! ! "!
! ! !! " #$（"，$），

#)/ ’ $ " ! "!
! ! !! " $#（"，$）

( " ! "!
! ! !! " #$（"，$），

")) ’ $ "! ! "!
! ! !! " $#（"，$）

! "! ! "!
! ! !! " #$（"，$），

#)) ’ ! $ " ! "!
! ! !! " $#（"，$）

! " ! "!
! ! !! " #$（"，$），

")" ’ ! $ "! ! "!
! ! !! " $#（"，$）

( "! ! "!
! ! !! " #$（"，$），

#)" ’ ! $ " ! "!
! ! !! " $#（"，$）

! " ! "!
! ! !! " #$（"，$），

这里要求 $ ’ %!! -! ( "!"

!! !" ，# ! ! ( ) ( $" (

（-!!! %!! "!"）$
!! !" ’ / *

")0 ’ ! $ "! ! "!
! ! !! " $#（"，$）

! "! ! "!
! ! !! " #$（"，$），

#)0 ’ ! $ " ! "!
! ! !! " $#（"，$）

( " ! "!
! ! !! " #$（"，$），
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!!" # ! $" % $"
" % "! $ &’（#，!）

( $" % $"
" % "! $ ’&（#，!），

#!" # % ! $ % $"
" % "! $ &’（#，!）

( $ % $"
" % "! $ ’&（#，!），

!!) # % ! $" % $"
" % "! $ &’（#，!）

% $" % $"
" % "! $ ’&（#，!），

#!) # ! $ % $"
" % "! $ &’（#，!）

% $ % $"
" % "! $ ’&（#，!），

!!* # ! $" % $"
" % "! $ &’（#，!）

( $" % $"
" % "! $ ’&（#，!），

#!* # ! $ % $"
" % "! $ &’（#，!）

% $ % $"
" % "! $ ’&（#，!），

这里要求 ! # +" % *"% $"$

"% "$ ，" % $ % ! % !$ (

（*"% +""( $"$）!
"% "$ # , -

至此，我们已求得了方程（!），（$）的十六组双周
期解 -此外，在退化的情形下，还可得到八组孤波解
及八组三角函数解，将所得的结果与提出偏微分方

程的雅可比椭圆函数求解法的文献［.—!!］相比较，
我们不仅可以给出单个雅可比椭圆函数所表达的

解，而且还可以给出它们的组合解 -此外，这里使用
的方法具有一个显著的优点：在整个求解的过程中，

雅可比椭圆函数的出现是间接的，这避开了计算机

的数学软件中没有雅可比椭圆函数这一缺点 -从而，
该方法也可以在计算机的符号计算软件的帮助下，

实现一类偏微分方程的雅可比椭圆函数求解的数学

机械化 -

" / 有关问题的讨论及结论
本文基于文献［*］的一个微分方程，提出了一个

构造微分方程双周期解的新方法 -而具有此类性质
的微分方程有许多种，就文献［*］中给出的结果来
看，就有 !$种，我们可选取 *种来构造相应的算法 -
这样，可以直接算出，利用我们的算法，可给出非线

性耦合标量场方程的解大约至少有 !* 0 1 0 *（双周
期解）( + 0 1 0 *（孤波解）( + 0 1 0 *（三角函数解）
# ).*个 -由此可见此方法是一个十分有效的方法，
同时也证明非线性耦合标量场方程具有丰富的解的

结构 -此外，该方程的解的结构自然的提示我们猜
测，它不仅具有上述形式的由两个不同的函数的线

性组合解，是否也应具有更多的不同的函数的线性

组合解呢，那么，该如何证实这一问题呢，其算法又

是什么样的呢？

总之，本文提出了一个构造微分方程双周期解

的新方法，并首次利用该方法于非线性耦合标量场

方程，得到了该方程的大量的新双周期解和精确解 -
显然此方法也适用于非线性偏微分方程的行波解的

计算 -
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