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推广了 ’()*+,椭圆函数展开方法，研究了复非线性演化方程组的求解问题，得到了长短波相互作用方程的准确
包络周期解 -该结果在一定条件下包含了相应的孤波解 -
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!浙江师范大学校级科研项目（批准号："$$!$"$）资助的课题 -

! . 引 言

随着科学技术的发展，在自然科学和社会科学

领域中非线性作用的影响越来越重要，对于非线性

问题的关注也越来越大，而且许多非线性问题的研

究最终都归结为非线性演化方程来描述 -如何求解
它们一直是数学和物理学研究的一个核心问题 -近
几十年来，已发展了多类不同的求解方法，如反散射

方法［!］、/0)12345变换方法［"］、6,7*8(双线性方法［#］、
9(7+*3:变换方法［%］、齐次平衡方法［;—<］、双曲函数
方法［=—!#］、>,4?@)*>,4?方法［!%］、截断展开方法［!;］和直
接约化方法［!A］等，而且获得了广泛的应用 -最近刘
式适、傅遵涛、刘式达、赵强等人建立起求解非线性

演化方程的 ’()*+,椭圆函数方法［!&—"$］，并得到了很
好的应用 -本文推广这种方法，进一步研究下列长短
波相互作用方程［"!］：

,!" B !## C !$， （!）

$" B!$$# B"$### C ! "
#， （"）

它是非线性 D)E7F5,4G?7方程 H5I方程的耦合形式，
其中 $ 和 ! 分别为实长波和复短包络波的振幅，!
和"为两个控制参数 -值得指出，方程（!）和（"）不仅
在水波动力学中有实际意义，而且在其他物理问题

中也有重要意义 -

" . ’()*+,椭圆函数展开方法求解

寻求方程（!）和（"）如下形式的行波解为
! C #（$）?:J［K ,（%# B &" B ’）］，

$ C (# K )" B$$， （#）

$ C $（$）， （%）
式中#（$）为实函数 -把（#）和（%）式代入（!）式，得
K ,)#L B &# B ("#M K ",%(#L K %"# K#$ C $-

（;）
由（;）式得

% C K )
"(， （A）

&# B ("#M K %"# K#$ C $- （&）
把（#）和（%）式代入（"）式，得

K )$L B!($$L B"(# $! K "(##L C $ - （<）
将#和 $ 展开为下列 ’()*+,椭圆正弦函数 >4$

的级数：

#（$）C "
*

+ C $
%+ >4 +
$， （=）

$（$）C "
,

- C $
)- >4-
$- （!$）

根据（&）和（<）式平衡关系可知，+#"，-#"，即

#（$）C %$ B %! >4$ B %" >4"$， （!!）
$（$）C )$ B )! >4$ B )" >4"$- （!"）

于是有
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!!
!"

"（!# $ %!% &’"）(’"!’"， （#)）

!%!
!"

% " %!% *（# $ "%）!# &’" * +（# $ "%）!% &’%"

$ %"% !# &’)" $ ,"% !% &’+"， （#+）

!#
!"

"（ $# $ %$% &’"）(’"!’"， （#-）

!% #
!"

% " %$% *（# $ "%）$# &’" * +（# $ "%）$% &’%"

$ %"% $# &’)" $ ,"% $% &’+"， （#,）

!) #
!"

) "［*（# $ "%）$# * .（# $ "%）$% &’"

$ ,"% $# &’%" $ %+"% $% &’)"］(’"!’"/ （#0）
将（#)）—（#0）式代入（0）和（.）式，可得如下代数方
程组：

!1 % $ %&% !% * !% !1 * !1 $1 " 1，

!# % * &%（# $ "%）!# * !% !# * !# $1 * !1 $# " 1，

!% % * +&%（# $ "%）!% * !% !% * !% $1
* !# $# * !1 $% " 1，

%!# &% "% * !% $# * !# $% " 1，

,&% "% !% * !% $% " 1，

* $$# $#&$1 $# *$&
)（# $ "%）$# * %&!1 !# " 1，

* %$$% $#&$#% $ %#&$1 $% * .$&
)（# $ "%）$%

* %&!#
% * +&!1 !% " 1，

)#&$# $% $ ,$&
) "% $# * ,&!# !% " 1，

%#&$%% $ %+$&
) "% $% * +&!%

% " 1 / （#.）
借助 23456或 23786937:(3软件，通过求解方程
组（#.），得到
情形 #

!# " 1， $# " 1， $% " ,&% "%，

!% " ; !) % &% "% # $ %! $，

!1 " ;!% # $ %! $&%［ # * "% $ "! + *（# $ "%）］，

% " !% $ $1 $ %&%（# $ "% $ # * "% $ "! +），

$ " &［ $1# $ %&%（# $ "%）# * %&%（# $ %$）

< # * "% $ "! +］/ （#=）
代入（##）和（#%）及（)）和（+）式，得到椭圆函数解

’#（(，)）" ;!% &% # $ %! $［ # * "% $ "! +

* # * "% $ )"% &’%（&( * $) $"1）］

< 6>4［* :（!( $ %) $ *）］， （%1）
##（(，)）" $1 $ ,&% "% &’%（&( * $) $"1），（%#）
式中 *，"1，$1 为任意常数，!，%，$ 由（,）和（#=）式

确定 /
情形 %

!# " 1， $# " 1， $% " ,&% "%，

!% " ; !) % &% "% # $ %! $，

!1 ""!% # $ %! $&%［ # * "% $ "! + $（# $ "%）］，

% " !% $ $1 $ %&%（# $ "% * # * "% $ "! +），

$ " &［ $1# $ %&%（# $ "%）# $ %&%（# $ %$）

< # * "% $ "! +］/ （%%）
于是可得情形 %的椭圆函数解为

’%（(，)）"!% &% # $ %! $［"（ # * "% $ "! +

$ # $ "%）; )"% &’%（&( * $) $"1）］

< 6>4［* :（!( $ %) $ *）］， （%)）
#%（(，)）" $1 $ ,&% "% &’%（&( * $) $"1）， （%+）
式中 *，"1，$1 为任意常数，!，%，$ 由（,）和（%%）式
确定 /
情形 )

!1 " 1， !% " 1， $# " 1， $% " %&% "%，

% " !% $ $1 $ &%（# $ "%），

$ " *
!#

%

%&"% $ %&［)$1 $ %&%（# $ "%）］{ }$ ，
# " * ,$/ （%-）
于是可得情形 )的椭圆函数解为

’)（(，)）" !# &’（&( * $) $"1）

< 6>4［* :（!( $ %) $ *）］， （%,）
#)（(，)）" $1 $ %&% "% &’%（&( * $) $"1），（%0）

式中 *，"1，$1，!# 为任意常数，!，%，$ 由（,）和（%-）
式确定 /
取 "##时，则第一组解为

’#（(，)）" ;!% &% # $ %! $［* # $ )73’8%（&( * $)

$"1）］6>4 * : * $
%&( $ %) $( )[ ]* ，（%.）

##（(，)）" $1 $ ,&% 73’8%（&( * $) $"1）， （%=）

式中 $ " &［ $1#$ %&%（#* %$）］，% " #
+［ $1#$ %&%（#

* %$）］
% $ $1 $ ,&%，$1，*，"1，& 为任意常数 /
取 $1 " 1时，则

’#（(，)）" ;!% &% # $ %! $［* # $ )73’8%（&( * $)

$"1）］6>4 * : * $
%&( $ %) $( )[ ]* ，（)1）

##（(，)）" ,&% 73’8%（&( * $) $"1）， （)#）
式中 $ " %&)（#* %$），% " &+（#* %$）

% $ ,&%，*，"1，&
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为任意常数 !
第二组解为

!"（"，#）# $ !% " $" ! & "! "［’ ( )*+,"（$" ( %#

&#-）］./0 ( 1 ( %
"$" & &# &( )[ ]’ ，

（%"）
("（"，#）# %- & 2$" )*+,"（$" ( %# &#-）， （%%）

式中 % # $［ %-! & "$"（%! & ""）］，& # ’
3［ %-! &

"$"（%!& ""）］
" & %- & "$"，%-，#-，$，’ 为任意常数 !

取 %- # -时，则

!"（"，#）# $ !% "$" ! & "! "［’ ( )*+,"（$" ( %#

&#-）］./0 ( 1 ( %
"$" & &# &( )[ ]’ ，（%3）

("（"，#）# 2$" )*+,"（$" ( %# &#-）， （%4）
式中 % # "$%（%!& ""），& # $3（%! & ""）

" & "$"，#-，

$，’ 为任意常数 !
第三组解为

!%（"，#）# )’ )*+,（$" ( %# &#-）

5 ./0 ( 1 ( %
"$" & &# &( )[ ]’ ，（%2）

(%（"，#）# %- & "$" )*+,"（$" ( %# &#-），（%6）

式中 % # ( )"
’

"$ & "$（%%- & 3$"）[ ]" ，& # ’
3$ ["

)"
’

"$

& "$（%%- & 3$"） ]"
"
& %- & "$"，)’，#-，$，’ 为任意

常数 !
取 %- # -时，则

!%（"，#）# )’ )*+,（$" ( %# &#-）

5 ./0 ( 1 ( %
"$" & &# &( )[ ]’ ，（%7）

(%（"，#）# "$" )*+,"（$" ( %# &#-）， （%8）

式中 % # ( )"
’

"$ & 7$%( )" ，& # ’
3$"

)"
’

"$ & 7$%( )"
"

&

"$"，)’，#-，$，’ 为任意常数 !

% 9 结 论

本文把 :*;<=1椭圆函数展开方法进一步扩展并
应用到具有复形式的非线性长短波相互作用方程，

得到了三类新的椭圆函数解析解 ! 当 *"’，这些解
退化为长短波相互作用方程的孤波解 !如果所选的
椭圆函数是余弦函数，类似可以得到相应的结果 !限
于篇幅，这里不做讨论 !
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