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应用数值方法研究了一种具有封闭边界条件的 *+,,+沙堆模型———格气模型 -通过模拟，发现系统存在一个
临界密度!."%-/01⋯，得到了相应的临界指数""%- 1)# 2 %3%#，并且还发现只有在特定的粒子数密度范围，系统

才能体现出自组织临界性 -
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$ 3 引 言

近十几年来对非平衡系统中的动力学行为［$］和

自组织临界现象及其普适性［#—$1］的研究引起了人们

广泛的关注 - $&0’年 6+=等人在沙堆模型［#］的研究
中提出自组织临界现象的概念 -随后很多人从不同
的角度，用不同的模型研究了这种现象的具体表现

及普适性，例如 HI+J的各向异性模型［)，/］、KI+,>的
连续模型［’］、*+,,+的随机模型［0，&］、高度箭头（IE:>ID
+JJ?L）模型［$%］、大米堆（J:.EB:;E）模型［$$］等，研究发现
自组织临界现象普遍存在于这些系统中 -以上所述
模型都是开放系统，系统中的粒子按一定的规则运

动，若达到边界，就运动到系统外；当系统达到临界

状态时，系统中的粒子数密度在某个值上下波动，并

且系统在演化过程中会形成一系列大小不一的“雪

崩”，当一个“雪崩”结束（系统中无运动粒子）后，随

机格点上加粒子（从外界加粒子，即加入“能量”或

“压力”），让系统的演化进行下去 -
为了了解封闭系统（粒子数不变）的动力学行为

以及在此类系统中是否存在这种自组织临界性质，

本文在开放系统的 *+,,+模型的基础上，提出了一
种具有封闭边界条件的格气模型，并对该模型的动

力学性质及自组织性质进行了数值模拟 -

# 3 模型介绍

$%&% ’())(沙堆模型

*+,,+沙堆模型是 *+,,+在 $&&$年提出的，其
研究的系统为二维正方格点，每个格点要么被粒子

占据，要么为空格点 -在静止状态时，一个格点上至
多只有一个粒子 -随机选取格点，从外界向系统一次
只加一个粒子 -如果该格点为空格点，该粒子将占据
该格点，继续从外界加粒子；如果该格点已被一个粒

子占据，那么外加粒子与原已存在的粒子会发生碰

撞（“硬球势相互作用”），碰撞后两个相碰的粒子分

别以随机的方式移向两个最近邻格点上 -如果新的
格点为空格点，那么碰撞后移向该格点上的粒子将

占据该格点 -如果新的格点已被粒子占据，两粒子
将以同样的碰撞方式继续碰撞，若粒子达到边界，粒

子将运动到系统外 -系统的演化是并行的，即如果系
统中同时有若干对粒子发生碰撞，它们的碰撞过程

是同时进行的，在此动力学演化过程中，可能出现所

谓的“雪崩现象”，即当外加一个粒子后，引起一系列

碰撞，直到一个格点上至多只有一个粒子，即静止状

态时为止，然后继续从外界向系统加粒子，让系统粒

子运动进行下去 -
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! "!# 格气模型

为了了解封闭系统（粒子数不变）的动力学行

为，本文在 !"##" 模型的基础上提出了一个格气
模型 $
考虑一个封闭的格子系统，其粒子数 ! 给定，

这样粒子数密度也给定，初始时刻粒子随机地分布

在空间格子上，然后外界对系统进行随机驱动，即随

机选取一个格点，若上面有粒子占据，则让粒子在下

一步随机运动到一个最近邻格点上，如果新格点已

有粒子，则两粒子发生与 !"##" 模型中相同的“碰
撞”及运动规则，若随机选取的格点上没有粒子，则

进行下一次驱动 $由于在封闭系统中可能存在这样
的状态，即当粒子数密度很大时，一次驱动则会引起

无穷多次“碰撞”，无法静止下来，这与开放系统的沙

堆模型完全不同 $为了对不同粒子数密度系统进行
比较，采用周期外驱动的方式，即每隔一个周期 "
对系统进行一次随机驱动 $
该模型与 !"##"模型的最大区别是：该模型所

研究的对象为给定粒子数密度下的系统，并研究其

在周期性微扰下系统的动力学行为及自组织临界现

象 $而 !"##"模型所研究的对象为粒子数不固定的
开放系统，系统中粒子全部静止下来后再加微扰，从

而研究系统的自组织临界现象 $

% & 模拟结果

本文主要对二维正方形格子在不同粒子数密度

下分别进行模拟 $在具体的模拟中格气系统的大小
取 ’(( ) ’((，在临界密度下，对 ’(( 个样本作平均，
在临界密度上，对 *(个样本作平均，外界驱动周期
" + *(个单位时间，在每个样本中取 * $ , ) *(-个数
据点，即 * $, ) *(-个单位时间段内的系统演化过程 $
本文还对更大的模拟尺寸和其他驱动周期进行了模

拟，所得的结果一致 $

$#%# 序参量与临界粒子数密度

为了描述系统的动力学状态，类似相变现象，引

入一个临界参量!来表示系统演化过程中总的间歇
期（无粒子运动）与总的演化时间的比值 $图 * 为!
在不同密度下的曲线图 $从图 *可以看出，系统中存
在一个临界密度".，当"/".时，系统总是处于活动

状态，即总是存在粒子“碰撞”，当"0".时，系统总

存在一定的比例，系统中所有的粒子处于静止状态，

从模拟的结果中，得到".!( $-12⋯ $

图 * 系统演化过程中总的间歇期（无粒子运动）与总的演

化时间的比值!与系统中粒子数密度"的关系图

与 !"##"模型相比较，当系统处于自组织临界
状态时，小尺度的数值模拟发现系统中的粒子数密

度绝大多数时间在"" + ( $-1*1⋯附近一个非常窄的
范围内波动，!"##" 利用外插法得到当系统尺寸 #
"3时，"" + ( $-1%’⋯ $该密度与我们模拟得到的临
界密度相一致 $因此可以看到开放系统处在自组织
临界状态时的平均密度对应于相应的封闭系统的临

界密度 $

$#!# 临界性的表现

为了研究在临界密度附近系统的细节行为，我

们进一步研究了其他物理量在临界点附近的行为 $
研究发现，在系统演化过程中，平均运动粒子数与总

的粒子数之比值 $ 会因粒子数密度"不同而不同，
图 ’为 $ 与"的这种具体的关系 $从图 ’可以明显
地看出，在"+ ($ -12⋯附近有一个明显的拐点，因
此在该处存在一个相变点 $在该密度下 $ 随"的变
化很小，且其数值约等于零，而在该密度以上 $ 随"
的增大而增大，为了较精确地确定此时 $ 与"的关
系，我们在"+ ($-12附近详细地研究了两者之间的
关系 $图 %为 456$ 对 456［（"7".）8".］（". + ( $ -12）
的依赖关系，对图中的点进行线性拟合的结果显示，

$#（"8". 7 *）#，#+ ($2,’ 9 ($(’ $
对一个特定粒子数密度的系统，在演化过程中

每时每刻运动的粒子数 %*（ &）不尽相同，图 ’给出平
均运动粒子数与总的粒子数之比值 $ 随粒子数密
度"的变化关系 $为了更加具体地研究运动粒子的
统计规律受粒子数密度的影响，我们在不同的粒子
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图 ! 系统演化过程中平均运动的粒子数与总的粒子数的

比值 !与系统中粒子数密度!的关系图

图 " !# $%&’(附近，)*+! 对 )*+［（!,!-）.!-］（!- # $%&’(）的依

赖关系图 对图中的点进行线性拟合的结果显示，!!（!.!- ,

/）"，"# $%(0! 1 $%$!

数密度下对运动粒子数 "/（ #）作了统计，其规律如
图 (所示 2图 (给出不同粒子数密度下的情形，从中
可以看到，当密度较小时（!"$ 2 &’），"/出现的概率

$（ "/）随 "/的增大而减小；当!3 $2 &4时，$（ "/）在
某一 "/左右近似成拱形对称分布 2很显然，粒子数
密度在 $ 2&’—$ 2&4之间，系统中运动粒子数的统计
行为发生了很大的变化，在该密度范围内应存在相

变点 2
另外，在开放系统自组织临界状态研究中，人

们普遍研究雪崩大小 5及雪崩持续时间 6的统计规
律，结果发现其分布呈幂律关系，而且这种分布不依

赖于空间的大小和系统演化时间的长短，也不依赖

于系统的初始状态［/0］2同样我们在现在的模型中也
可对这些物理量进行研究，在临界密度以下，系统演

化过程中存在间隙，按沙堆模型一般的处理方法，我

们把相邻间隙间的运动粒子数之和称为一个雪崩的

图 ( 不同粒子数密度（图中的数字）下运动粒子数 "/（ #）

的统计图 横轴表示运动粒子数 "/，纵轴表示系统在进化

过程中，该运动粒子数出现的概率 $（ "/）

大小，即若第 %次出现 "/（ #）# $，"/（ # 7#）#$（# #

/，⋯，&），"/（ # 7 & 7 /）# $，则 ’（%）# $
&

## /
"/（ # 7

#）为第 %个雪崩的大小，同时 (（%）# &为该雪崩

图 0 不同密度下雪崩大小 5的统计分布图

的 持续时间 2我们分别对不同密度下雪崩大小 ’和
雪崩持续时间 ( 作了统计分布，图 0为 ’ 在不同密
度（! # $2($，$ 2(0，$ 20$，$ 2&$，$ 2&0，$ 2&’）下的统计
分布图 2从图 0可以看出，当!较小（! # $%($，$%(0，
$%0$，$%&$）时，’ 与 $（’）取对数后没有线性规律，
当!较大（! # $2&0，$ 2&’）时，其线性部分基本重合
在一起，为了显示清晰，图 0对! # $2&’作了一定的
平移，并对其进行线性拟合，发现 $（’）! ’ ,/2!’"，当

! 3 $2&’时，系统进化过程中基本没有间歇期，不能
对 ’ 作该统计 2图 &为 ( 在不同密度下的统计分布
图 2与 ’ 的概率分布图所体现的规律类似，当! #
$%&’时，有 $（(）! ( ,/2(00 2在89::9模型中，当系统
的大小为 /$$$ ; /$$$ 时，平均粒子数密度!%
$%&’!，其 $（’）! ’ ,/2!’1$2$!，$（(）! ( ,/2(<1$2/$，这与
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本文结果一致 !

图 " 不同密度下雪崩持续时间 #的统计分布图

从以上分析可以看出：系统只有在特定的粒子

数密度范围（临界密度附近），才能体现出自组织临

界性 !

$ % 结 论

本文对封闭系统（粒子数不变的系统）在外界驱

动下的动力学行为及自组织临界现象等进行了研

究，通过计算机模拟，发现随着粒子数密度的增加，

系统的动力学行为会发生显著的变化，并且存在一

个临界密度!!!& !"’$⋯，在该密度附近系统中平均
运动粒子数与总的粒子数之比值 (随!的变化具有
很好的指数行为，相应的临界指数为 &%$)* + &%&*，
同时发现只有在临界密度附近系统才表现出自组织

临界现象 !

［,］ -./01123 4 ,55$ "##$%& ’()*(+, -. /-01$2%2*-#%& 345,*!, 6（-789/:

;<3：=<3>? -@728.717@）;;*A)—B&’
［*］ C/D E，#/89 F /8? =72G2812>? H ,5’A 345, ! ’() ! 6(22 !!" B’,
［B］ C/D E，#/89 F /8? =72G2812>? H ,5’’ 345, ! ’() ! I #$ B"$
［$］ #/89 F /8? C/D E ,5’’ 345, ! ’() ! 6(22 ! %& *B$A
［)］ 4J/3 4 ,5’5 345, ! ’() ! 6(22 ! %# ,")5
［"］ 4J/3 4 ,55& 345, ! ’() ! 6(22 ! %’ ,",B
［A］ (J/89 K F ,5’5 345, ! ’() ! 6(22 ! %# $A&
［’］ L/88/ - - ,55, 7 ! 345, ! I (’ MB"B

［5］ L/88/ - - ,55, 345,*!% I )*" *$5
［,&］ -J@J23N/D<O P /8? #03@<..2 4 M ,555 345,*!% I (** *A$
［,,］ FJ37G.28G28 H (2 %& ,55" 345, ! ’() ! 6(22 ! ** ,&A
［,*］ =0 ( M *&&, /4*# ! 345, ! )& 5,$
［,B］ =0 ( M *&&, /4*# ! 345, !)& B5)
［,$］ 4289 = Q *&&* "!2% 345, ! 8*# ! !) ,,A,（ 78 FJ782G2）［邓文基

*&&* 物理学报 !) ,,A,］

［,)］ C3<D23 R L /8? S3/??N23923 E ,55A /3T7O：/?/;:<39U5A&"&&)

&"A* 物 理 学 报 )*卷



!"#$%&’$( )*$+, -.$#+&-&/# $#0 +,(1!/.2$#&3,0 ’.&-&’$(
)*,#/%,#$ &# -*, -4/!0&%,#+&/#$( 2$+ ($--&’, %/0,(!

!"#$ %"#$&’(# )"#$ *+,&-,#$
（!"##$%$ "& ’()*+,-# .,+$/,$ -/0 1$,(/"#"%)，2-/3+/% 2"45-# 6/+7$4*+8)，2-/3+/% ./0012，!(+/-）

（3+4+,5+6 .1 7+89+:;+< .00.；<+5,=+6 :(#>=4<,89 <+4+,5+6 .? @+;<>(<A .00B）

C;=9<(49
C <+#"5(9+6 D(##( :"6+E ,= =9>6,+6 ;A 4":8>9+< =,:>E(9,"#F )G+ 6A#(:,4 ;+G(5,"< "H 9G+ =A=9+: ,= 4G(#$+6 +5,6+#9EA I,9G

9G+ 6+#=,9A "H 8(<9,4E+ #>:;+<F )G+<+ ,= ( 4<,9,4(E 8(<9,4E+ #>:;+< 6+#=,9A（*JK）!4"0 FLMN⋯ (#6 4<,9,4(E +O8"#+#9"P 0 FN?.

Q 0 F0. (9 9G,= 6+#=,9A F 7+EH&"<$(#,R+6 4<,9,4(E 8G+#":+#( "44>< "#EA (9 4+<9(,# <(#$+= "H *JKF

"#$%&’()：=(#68,E+ :"6+E，$(= E(99,4+ :"6+E，=+EH&"<$(#,R+6 8G+#":+#(
*+,,：0?L?，0?10，0?00

! *<"S+49 =>88"<9+6 ;A 9G+ J(9,"#(E J(9><(E 74,+#4+ @">#6(9,"# "H TG,#(（!<(#9 J"F/0/2?0B?），9G+ @">#6(9,"# H"< UO4+EE+#9 ’">#$ )+(4G+<= H<": 9G+ D,#&

,=9<A "H U6>4(9,"# "H TG,#(，(#6 9G+ 74,+#9,H,4 3+=+(<4G @">#6(9,"# "H 9G+ V,$G+< U6>4(9,"# W#=9,9>9,"#= "H X,(#$=> *<"5,#4+，TG,#(（!<(#9 J"F

00YXZ/N000N）F

/L2.//期 巩龙 等：二维格气模型中动力学相变与自组织临界现象


