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利用力学量算符的厄密性和希尔伯特状态矢量模的非负性，重新给出了关于测不准关系的数学证明 (简单的
证明过程不仅揭示了测不准关系某些经常被忽视的特征，而且还可以直接给出最小不确定态的充要条件 (在此基
础上，我们提出了对易子为非零常数的任意一对力学量的最小不确定态问题，并且采用玻色型产生和湮没算符给

出了它们的压缩态的明显表达式 (
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! + 引 言

海森堡测不准原理是理解量子力学哥本哈根诠

释的关键［!，"］(在流行的公理化量子力学体系中，测
不准关系也是一个必要的数学推论 (如果存在违背
测不准关系的物理过程，那么必须重建量子力学的

理论基础；如果在测不准原理的基础上建立了量子

力学统计诠释和态矢量描述的数学方案，则无需任

何具体的动力学方程就可以普遍地得到一系列的测

不准关系［’，&］(长期以来，测不准关系对物理系统的
限制也是实验技术中必须正视的问题 (光的相干态
和压缩态［#—!!］、光通讯和引力波的测量［!"］以及关于

冷原子玻色*爱因斯坦凝聚体自旋压缩态的最新研
究［!’—!,］等都广泛地涉及到测不准关系和力学量不

确定度的压缩问题［!-］(
本文关于测不准关系的严格数学证明只利用了

力学量算符的厄密性和希尔伯特状态矢量模的非负

性 (简单证明不仅揭示了测不准关系某些经常被忽
视的特征，而且还可以直接给出最小不确定态的充

要条件［!.，"$］(在此基础上，还进一步采用玻色型产生
和湮没算符给出了对易子为非零常数的任意一对力

学量的最小不确定态和压缩态的明显表达式 (

" + 测不准关系的数学基础

波函数给出量子系统物理状态的完全描述，采

用狄拉克的状态矢量符号［’，&］将其一般地记作 /!〉(
待研究的力学量算符 !" 和 !# 的对易括号［ !"，!#］"
!"!# 0 !#!" 可一般地写作

［ !"，!#］1 2 !$， （!）
式中 !$ 标志一个厄密算符 (两种特殊情形值得强
调：如果［ !"，!#］1 $，则可以存在两个力学量的共同
本征态，对它们没有测不准关系的限制；如果算符 !$
只是一个不为零的常数，它必定是实数 $ (
在任意给定的量子态，力学量的不确定度定义

为!"" 〈!/（!!"）" /!# 〉，其中!!"" !" 0 "，而力学量

的期望值定义为 ""〈! / !" /!〉(利用力学量算符的
厄密性和希尔伯特空间中态矢量模的非负性，即

〈" "〉$$，取特别选定的态矢量 "〉"（!!" 3
2#!!#）!〉，容易证明对复参数#的任意取值应有

#!#（!#）" 0 45（#）〈!/｛!!"，!!#｝/!〉
0 67（#）〈!/ !$ /!〉3（!"）" $ $， （"）

其中等号仅对零矢量成立，67（#）和 45（#）分别标
记复参数#的实部和虚部，反对易括号定义为｛!!"，

!!#｝"!!"!!# 3!!#!!" (
如果!# 1 $，即!!# !〉1 $，（"）式简化成为

第 #"卷 第 !"期 "$$’年 !"月
!$$$*’".$8"$$’8#"（!"）8".%!*$&
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（!!）! " #$（!）〈"% "# %"〉! & ’ （(）

除非〈" "# "〉) &，!! 可以是任意非负实数，否则
必定要求!!" * + ’
类似地，如果!! ) &，即!"! "〉) &，（!）式简化

为

!#!（!$）! " #$（!）〈"% "# %"〉! & ’ （,）

除非〈" "# "〉) &，!$ 可以是任意非负实数，否则
必定要求!$" * + ’很明显，如果两个力学量算符
的对易括号是非零常数，它们的本征值的可能取值

区间必将为一切实数 ’这是我们将在下面以玻色型
产生和湮没算符统一地处理最小不确定态问题的

基础 ’
在更一般的情形下，如果量子态 "〉既不是 "!

又不是 "$ 的本征右矢量，那么（!）式左端是参数!
的典型二次式，简单的代数运算可以证明

（!!）!（!$）! !
-
,〈"% "# %"〉!

* -
,〈"%｛!"!，!"$｝%"〉! ’ （.）

由于上式右端两项厄密算符的期望值都是实数，此

不等式常被进一步改写为测不准关系的标准形式

!!·!$ !
-
! % /［ "!，"$］0 % ’ （1）

它概括了（(），（,）和（.）式的讨论结果 ’但不等式（.）
也是测不准关系的有用形式；在研究力学量的最小

不确定态问题时就必须特别考虑［1，2，!&］’
如果两个力学量算符的对易括号等于一个纯虚

数，即［ "!，"$］) 3#，那么满足等式

〈"%（!"!）! %"〉·〈"%（!"$）! %"〉) #( )!
!
（2）

的量子态 "〉定义为这一对算符的最小不确定
态［!&—!!］’检查前述证明过程不难发现，这实际上是
要求量子态同时满足条件

!"! %"〉) " 3!!"$ %"〉， （4）

〈"%｛!"!，!"$｝%"〉) &’ （5）

该条件可进一步合并简化为

!"! %"〉) " 3!!"$ %"〉， （-&）

其中! )!# 为非零实数（下文将证明事实上还
要求!# 0 &）’由（-&）式容易证明〈"（!"!）! "〉)

!!〈"（!"$）! "〉，所以实数!在关于压缩态问题的
研究中将成为标志压缩程度的重要参量［2—5］’对于
单模光场，这两个力学量可以是一对可观测量的相

位正交分量；若以粒子的一维运动为例，它们分别是

粒子的坐标和动量［!-，!!］’

( 6 最小不确定态及其压缩

采用算符代数的方法可以普遍地解决最小不确

定态问题 ’不失一般性，我们假定［ "!，"$］) 3# 中的
# 是正实数（如果 # / &，可以改变 "! 和 "$ 的顺序，或
者令 "$7 ) " "$）’为此我们引入湮没算符和产生算
符

%8 $
"! * 3 "$

!% #
$3#，

%8 *$
"! " 3 "$

!% #
$"3# ’ （--）

它们满足玻色型简单对易关系［ %8，%8 *］) -，而实数

#为可调相角 ’由（-&）式可知，算符为 "! 和 "$ 的一对
力学量的最小不确定态就是算符 "! * 3!"$，也就是

&8 )（- *!）%8 *（- "!）%8 * $3!# （-!）
的本征态，并且［&8，%8 *］)!’
如果!0 &，定义

’8$$ %8 9:;< ( * %8 * $3!# ;3=< (，

’8 *
$ $ %8 $" 3!# ;3=< ( * %8 * 9:;< (， （-(）

式中实参量定义为 ($ " >=（!），复参数定义为$$
( $?@（3!#），而 9:;< ( 和 ;3=< ( 分别表示 ( 的双曲余

弦和双曲正弦函数 ’显然［ ’8$，’8
*
$
］) -’利用 ABC$DE

FBG;H:DII定理［!!，!(］

$ "! "$$" "! ) "$ *［ "! * "$］* -
!！［

"!，［ "!，"$］］

* -
(！［

"!，［ "!，［ "!，"$］］］* ⋯， （-,）

可以证明

’8$ ) ")（$）%8 ")
*（$）’ （-.）

其中幺正算符定义为

")（$）$ $?@ $
#

! %8 ! " $! %8 *( )! ’ （-1）

它正是量子光学中常用的压缩算符［1，2，!-，!!］’因为 ’8$
$&8 J !%!，由（-&）和（-!）式可知，算符 ’8$ 的本征态
就是力学量 ! 和 $ 的最小不确定态 ’如我们所知，
K>BGL$D相干态［.，!-，!!］

%%〉) "*（%）%&〉 （-2）

满足 %8 %〉)%%〉’其中 &〉为“真空态”，即 %8 &〉)
&，而%可以是任意复数，位移算符定义为［!-，!!］

"*（%）$ $?@（%%8 * "%# %8）’ （-4）
所以 &〉) ")（$）"*（%） &〉就是我们所求的最小不
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确定态，即!!·!" ! # "#，并且其压缩度为!，即!!
!!!" $
如果!% &，重复以上的讨论可以证明，力学量

! 和 " 的最小不确定态应该是产生算符 $’ (
"
的本征

态 $但我们知道玻色型的产生算符不存在可归一化
的本征右矢量，因此也无法给出有意义的最小不确

定态［#)］$注意到我们在开始讨论最小不确定态问题
时，就假定了 # * &，所以最小不确定态的充要条件
（+&）实际上要进一步限定实参数!的取值满足条
件!# * &$

) , 结 论

首先，我们仅仅利用力学量算符的厄密性和希

尔伯特状态空间中矢量模的非负性，给出了测不准

关系的严格数学证明 $与常见的证明方法比较，它具
有简单、明确和完整等优点，澄清了文献中一些模糊

的概念和结论 $证明过程不仅揭示了测不准关系某
些经常被忽视的特征，而且还可以直接给出最小不

确定态的充要条件 $注意到对易子为非零常数的力
学量的取值范围可以包括全部实数，我们建立了采

用玻色型产生和湮没算符研究任意这样一对力学量

的最小不确定态问题的普遍方案，并且一般地给出

了最小不确定态和压缩态的明显表达式 $
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