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对约束系统量子化中 )*+,-方法和 .,//00123,-4*5方法进行了讨论，并对它们的运动方程、正则量子化的等价
性进行证明 6找出了两种方法中约束的对应关系 6
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! B 引 言

用奇异拉氏量描述的系统，称为奇异系统 6奇异
系统存在着固有约束，在物理学的许多领域里，广泛

存在着奇异系统 6粒子物理的发展表明，描述自然界
基本相互作用的电磁场、C,<=2D*::>场、引力场、超对
称、超引力、超弦等理论中的系统，都是奇异系统 6因
此，研究和处理约束成为规范理论中的基本问题之

一，它在现代量子场论中，特别是规范场和引力场的

量子化中占有重要地位 6对此类系统的正则量子化
的研究始于 )*+,-，他提出了 )*+,- 括号以进行正则
量子化 6此种方法已成功地对许多重要的系统进行
量子化［!，#］，并一直引起人们的研究兴趣［&，’］6但它是
基于哈氏体制的，而 .,//00123,-4*5（.3）方法是基于
拉氏体制的一种正则量子化方法［$］6 E,+-0:;>2F0A; 和
G;AH,>04进一步提出在 .3方法中也有约束时的处
理办法［I］6由于这种方法简单，计算量少，不需区分
初级约束与次级约束以及第一类约束和第二类约

束，几何意义明显等优点，也没有 )*+,-猜想这样的
假设，因而自提出以来，就引起人们极大的兴趣，已

被用于许多系统的量子化，如 C,<=2D*::>场［I］、超对
称［8，J］、非线性!模型［(］、超引力［!%］以及超弦［!!］等许
多重要的物理系统中 6在所有这些系统中，用 .3方
法进行量子化所得的结果与用 )*+,-方法得到的结
果一致 6但在 .3方法中，处理约束的方法是辛算法，

而辛算法主要是一种思想和做法，并没有严格的数

学证明 6 K;>A, 和 L*+;AA*［!#］以及 L;1,0+A>［!&］分别证明
了辛矩阵非奇异时（即 .3方法中不存在约束时）.3
方法与 )*+,-方法的等价性 6本文将讨论辛矩阵奇异
时，)*+,-方法与 .3方法的等价性问题 6

# B 动力学方程的等价性

现在对 .3方法［$］作简单介绍 6设系统的一阶拉
氏量为

! M "#（!）$!
# N %（!）， （!）

其中!为辛变量，重复指标表示求和 6 .3方法是从
一阶拉氏量出发，但这并不是一个很严格的限制 6很
多物理系统是由二阶拉氏量描述的，对此类系统可

以引入辅助场来扩大位形空间，以使二阶拉氏量转

化为一阶 6通常辅助场取为正则动量，但这并不是必
须的［I］6将（!）式代入 7O:0+2P,=+,<=0运动方程，得
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当辛矩阵 ’ M（ ’#&）非奇异时，（&）式等价于
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" ! # "#"$ !

%（!）
!!

$ $ （%）

定义辛变量之间的广义括号（或称 &’括号）为
｛!

"，!
$｝! ! # "#"$ ， （(）

然后将广义括号过渡到算符对易式，实现正则量

子化 $
对于 )*+,-方法［#%，#(］，由（#）式，与!

" 相应的正

则共轭动量为

&" ! !’
!!!

" ! ("（!）$ （.）

因为 ("（!）中不含 !!，从（.）式不能解出 !!，于是可得
)*+,-方法中体系的初级约束

"/
" ! &" " ("（!）" /， （0）

其中“"”表示弱等于零 $
在相空间（!

"，&"）中，!
"，&" 间的基本 12*3324括

号为
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$ $ （5）
初级约束""（略去上标 /）之间的 12*3324括号为
｛""，"$｝!｛&"，" ("（!），&$，" ($（!）｝
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与一阶拉氏量（#）式相应的正则哈密顿量为
*-（!）! &"

!!
" " ’ ! %（!）$ （#/）

所以体系的总哈密顿量为

*7 ! *- 8 +""" ! %（!）8 +"""， （##）
其中 +" 为与约束"" 相应的拉氏乘子 $由初级约束
的自洽性条件

"
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可得
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体系的正则运动方程为

!!
" !｛!

"，*7｝!｛!
"，+$"$｝

! +$｛!
"，&$ " ($（!）｝! +"， （#%,）

!&" !｛&"，*7｝!｛&"，%（!）｝8 +$｛&"，" ($｝

! "!%（!）
!!

" 8 +$!($

!!
" $ （#%;）

由（#:）和（#%）式，可得

!!
$ #"$ ! !%（!）

!!
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（#(）式与（:）式相同 $这就证明了 &’方法中的运动
方程与 )*+,- 方程一致 $此时并不要求辛矩阵（ #"$）

可逆 $

: < 约束的对应关系

当辛矩阵（ #"$）奇异时，由初级约束"" 的自洽性

条件导致的（#:）式解不出所有的拉氏乘子 +" $设辛
矩阵（ #"$）的零模为$%（%! #，9，⋯，,），即

（$%）
7 # ! /， （#.）

由（#:）和（#.）式，得
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由（:）和（#.）式，也有
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（% ! #，9，⋯，,）$ （#5）
将以上各量加上上标（/），以表示各量的初始值（后
面也如此）$从（#0）和（#5）式可知，&’方法求得的第
零级约束&（/）% 就是 )*+,-方法中的次级约束"#

% $
求出第零级约束后，按照辛算法［.］，将&（/）% 乘

以拉氏乘子（辅助场的时间导数）!’（/）% ，再加到一阶
拉氏量（#）式的正则 #形式部分中，并令辛势 %（/）中
约束强等于零，得到第一次迭代后的一阶拉氏量

’（#）为
’（#） ! (（/）"（!

（/））!!
（/）" 8&（/）% !’（/）% " %（#）（!
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其中
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引入辅助场后，体系的辛变量扩充为

!
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’（#）可写为
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其中
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与 ’（#）和!
（#）相应的运动方程为
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其中第一次迭代后的辛矩阵 #（#）的元素为
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如果 #（#）正规，则就可以用 #（#）之逆进行正则量子

(6/90期 隆正文等：约束系统量子化中 )*+,-方法与 &,>>??@A’,-B*C方法的等价性



化，辛算法结束 !如果 !（"）仍然奇异，设其零模为!（"）"
（#
（#））（"$ "，%，⋯，""），"" 为 !（"）的零模数，结合运
动方程（%&），可得 ’(方法中第 "级约束为

$（"）"（#
（#））$（!（"）"（#

（#）））)!#（"）（#
（#））

!#
（"） $ #

（" $ "，%，⋯，""）! （%*）
求出 ’(方法中第 "级约束后，再按辛算法对其进行
处理，这样不断迭代下去 !直至 $ 步，这时会出现两
种情况："）!（$）正规，辛算法停止；%）!（$）奇异，又无

新的约束出现，这时需选规范条件 !现在讨论情况
"）!此时，’(方法中辛算法求得的各级约束为

$（#）%（#
（#）），$（"）"（#

（#）），⋯，$（$+"）
% （#

（#））! （%,）
共有 $ 级约束 !其中因为 !（#）只是#

（#）的函数，其零

模也应只是#
（#）的函数，!（#）% $!（#）%（#

（#）），#（#）也只含

#
（#）!所以，从（"-）式求出的第零级约束$（#）% 也只含

#
（#），$（#）% $$（#）%（#

（#））!由（%.）式求出的 !（"）也只含

#
（#），其零模!（"）" 因此也应只含#

（#）!
第 $ 次迭代后的辛变量集为

#
（$）& $｛#

（#）’，&（#）% ，&
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"
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其中&（ &）

% 为与第 & 级约束$（ &）
% 相应的辅助场，第 $

次迭代后的一阶拉氏量 (（$）为
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其中第 $ 次迭代后的正则 "形式的分量为
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#
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⋯⋯，
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第 $ 次迭代后的辛矩阵 !（$）的矩阵元为

!（$）
&+（#
（#））$ !
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+ （#
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!#
（$）& +!
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& （#
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!#
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!（$）（#
（#））正规时，辛算法结束 !正则量子化规则为
［ ,#
（$）&，,#

（$）+］$ 2’!（$）（ ,#
（#））+"&+ ! （&"）

第 $ 次迭代后的辛变量集#
（$）和一阶拉氏量 (（$）所

描述的体系等价于原来#
（#）和 (（#）所描述的体系 !

这是辛算法的观点 !
在 32456方法中，（"）式所描述的一阶拉氏量体

系存在初级约束

(#
& $ -& + )&（#）! #7 （&%）

体系的总哈密顿量为

.) $ .6 0 /&(#
& $ #（#）0 /&(#

&， （&&）
其中 /& 为与约束(#

& 相应的拉氏乘子 !由初级约束

(#
& 的自洽性条件(

·#
& $ #，得

/+!（#）&+ $ !#
!#

& ! （&.）

当辛矩阵 !（#）奇异时，由上式解不出所有的拉氏乘
子 /&，可得出次级约束为

("
%（#
（#））$ $（#）% $（!（#）% ）

)!#（#）

!#
（#） $ #

（% $ "，%，⋯，"）! （&*）
可以看出，32456 方法中的次级约束就是 ’( 方法中
的第零级约束 !根据 3245689:4;<5==算法，次级约束

("
%（#
（#））的自洽性条件又有可能导致新的次级约束

(%
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由(%
"
（#
（#））的自洽性条件，又有可能导致新的次级

约束 !这样 3245689:4;<5==算法不断进行下去 !直至

(0 0 "
% （#
（#））是已求出的约束的线性组合，即再也求不

出新的约束为止 !这样，在 32456方法中求出（"）式描
述的系统的各级约束为

("
%（#
（#）），(%

"
（#
（#）），⋯，(0

%（#
（#））! （&/）

现在证明 ’(方法中各级约束就等于 32456方法中相
应的各级约束，即

$（#）%（#
（#））$("

%（#
（#）），

$（"）"（#
（#））$(%

"
（#
（#）），

⋯⋯，

$（$+"）
% （#

（#））$(0
%（#
（#））， （&-）

且 0 $ $，即 ’(方法中的约束个数等于 32456方法中
的次级约束个数，辛算法求出的各级约束与 324568
9:4;<5==算法求出的相应的各级次级约束不仅相
等，两种算法的终止条件也相同 !从（&*）式可知

$（#）%（#
（#））$("

%（#
（#）），

下面证明

$（"）"（#
（#））$(%

"
（#
（#）），

因为在方程（"&）的 1 个方程中已经包含了 " 个不
含拉氏乘子 /& 的约束方程（&*），所以可在方程（"&）
中令约束$（#）%（#

（#））强等于零，这类似于辛算法对

约束的处理，从而得到剩余的 1 + " 个关于 /& 的独

立方程（外加 " 个$（#）%（#
（#））>$（#）% $ # $ #，即 # $ #，对

/& 的解无影响）

!（#）&+ /+ $ !#（"）（#
（#））

!#
（#）& ! （&1）
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现在拉氏乘子由（!"）和（!#）式共同确定 $构造一
矢量

!（%） &（!% !’⋯!"(）)， （*(）
其中 (为有 # 个零元素的行矢 $利用第一次迭代后
的辛矩阵 $（%）的矩阵表达式，可将（!"）和（!#）式联立
写成矩阵形式

$（%）!（%） &
$（(）%& !&

+!!
（(）
"

!#
（(）% !











%
&
!’（%）（#

（(））

!#
（(）%









(

&!’（%）（#
（(））

!#
（%） $ （*%）

当 $（%）可逆时，!（%）可以由上式解出，从而解出所有
的拉氏乘子 !% $但当 $（%）仍为奇异时，从上式并不能
解出所有的拉氏乘子 !% $设 $（%）的零模为$（%）%（#

（(））

（%& %，’，⋯，#%），#% 为 $（%）的零模数，结合方程
（*%），可得 ,-./0方法中系统的新的次级约束为

&’
%
（#
（(））&（$（%）% ）

)!’（%）

!#
（%） & (

（% & %，’，⋯，#%）， （*’）
这正是 12方法中第 %级约束（’3）式 $于是证明了

&’
%
（#
（(））& !（%）%（#

（(））$
由约束的自洽性条件，有

&!
’ &&
·’
% &｛&’

%
（#
（(）），()｝& !%!&’

%
（#
（(））

!#
（(）)

& !%!!
（%）
%
（#
（(））

!#
（(）% & (4 （*!）

我们又有可构造一新的矢量 !（’）为
!（’） &（!（%），(）)， （**）

其中 ( 为一有 #% 个零元素的行矢，#% 为约束

!（%）%（#
（(））的个数 $利用第二次迭代后的辛矩阵 $（’）

的矩阵表达式，类似于

&’
%
（#
（(））& !（%）%（#

（(））

的证明，同样可以证明

&!
’（#
（(））& !’

’（#
（(））$

如此不断继续下去，就可以证明 12方法中的各级约
束等于 ,-./0方法中相应的各级次级约束 $直至辛矩
阵 $（*）正规时，12 方法中求不出新的约束，同时
,-./0方法中所有的拉氏乘子 !% 都可解出，也不会

导致新的次级约束 $辛算法与 ,-./0567.89/:: 算法
同时结束 $
由以上的证明可知，12方法中各级约束是系统

的运动方程导致的约束，是 ;/8./:87 约束，而 ,-./0
方法中初级约束是由拉氏体制转换到哈氏体制过程

中出现的，是体制原因导致的约束 $ ,-./0 方法中次
级约束才是系统真正的约束，即由系统的运动方程

导致的约束，辛算法与 ,-./0567.89/:: 算法有着类
似的更为深刻的本质 $

* 4 广义括号与 ,-./0括号的等价性

当辛矩阵 $（*）正规时，求解 ,-./0方法中各级约
束间的 <=->>=: 括号组成的矩阵，( &（｛&%，&&｝），

其中

&% &（&(
%，&%

"（#
（(）），&’

%
（#
（(）），⋯，&+

,（#
（(）））$
（*3）

利用（#）和（!?）式，得

( &

$（(）%& + !&
%
"

!#
（(）% ⋯ + !&

+
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!&+
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⋯ (
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

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
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!#
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





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







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而由（!(）式可知 $（*）为
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
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


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%

（&’）
比较（&(）与（&’）式，可知$ # $ !（ !（"））# $，因而 )*+,-
方法中各级约束为第二类约束 %对只含第二类约束
的系统，可引入 )*+,-括号
｛&，’｝) !｛&，’｝#｛&，%#｝$#$

#$｛%$，’｝，（&.）
其中 #，$ 指标取遍所有的约束 %辛变量#

（"）#之间的

)*+,-括号为
｛#
（"）#，#

（"）$｝) ! #｛#
（"）#，%"

(｝$#$
()｛%"

)，#
（"）$｝

!$#$
#$ !（ !（"））#$

!｛#
（"）#，#

（"）$｝! % （&/）
于是证明了辛变量之间的广义括号和 )*+,-括号等
价，因而两者的正则量子化规则也相同，但用辛方法

更简单 %
当辛矩阵 !（"）奇异时，且所有的第 " 级约束

!（"）
& ""，需对每一个恒等于零的约束引入规范条件

’&（#
（"））! "，规范条件应满足

012 !（"3$） ! 012
!（"）
#$ # !’&

!#
（"）#

!’&
!#
（"）$
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








"
# "，（4"）

然后再用 !（" 3 $）的逆进行 56正则量子化 %

在 )*+,-方法中，由（&(）和（&’）式，有
012 7｛%#，%$｝7 ! 012$ ! 012 !（"） ! "，（4$）

这表明不是所有的约束都是第二类约束 %设$的零
模为(8&（&! $，9，⋯，*&），*& 为$或 !（"）的零模个

数，则所有约束%# 可线性组合成第一类约束

%#（(8&）# %对每一个第一类约束%#（(8&）#（&! $，9，⋯，

*&）也引入规范条件’&（#
（"））! "，此时体系的所有

约束（包括规范条件）为

%8# !（%#，’&）% （49）
在 )*+,-方法中规范条件应满足

012 7｛%8#，%8$｝7 ! 012
$#$ # !’&

!#
（"）#

!’&
!#
（"）$
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


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



"

! 012 !（"3$）# ": （4;）
这个要求与 56方法的要求（4"）式一致 %引入规范条
件后，!（" 3 $）#"，又变为第一种情况 %而第一种情况，
本文已证明这两种方法等价 %

4 : 结 论

本文已对 56 和 )*+,- 方法的等价性进行了证
明 % 56方法计算量少，不需区分初级约束与次级约
束以及第一类约束和第二类约束，几何意义明显，也

没有 )*+,-猜想这样的假设 %它进行量子化只需对矩
阵求逆 %因而用它来对约束系统进行量子化可以避
免 )*+,-方法的一些缺陷 %
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