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考虑原子的相干性和经典注入光场，利用随机微分方程给出非锁相条件下的 *+,-./0123-.方程，研究失谐量、
注入经典光场和原子相干性对非锁相 *+,-./0123-.方程动力学特性的影响 4在激光运转情形，失谐量造成光场位相
的混沌，系统在不同条件下，出现四吸引子、双吸引子及单吸引子混沌状态，且体系的分数维维数较锁相条件下增

加 4光场失谐量、注入光场和原子相干性可抑制混沌 4在双稳态运转下，光场位相为!的偶数倍或奇数倍，使光场稳
定于正值和负值，故体系出现对称双稳态对，但无混沌状态 4
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# 8 引 言

#%&’ 年，*+,-./ 给出了描写 =2D<-;EF0GH.2,B 对
流运动的一阶微分方程，并揭示了其中的混沌解［#］4
现在该方程是描写双吸引子混沌的标准方程 4 #%(6
年，123-.从理论上得出，描写单模激光器运转的麦
克斯韦0布洛赫方程与 *+,-./方程在形式上一致［"］，
在光学研究领域被称为 *+,-./0123-. 方程 4人们对
*+,-./0123-.方程的混沌动力学进行了广泛而深入
的研究［’—#$］4最近，我们考虑原子的相干性和注入光
场，得到锁相条件下推广的 *+,-./0123-.方程［##］，并
证明在激光运转条件下，原子的相干性和注入光场

可以抑制混沌 4本文将此方程推广到非锁相的情形，
研究在激光和双稳态两种运转条件下，失谐量、经典

注入光场以及原子相干性对 *+,-./0123-.方程的动
力学特性的影响 4

" 8 理论模型与系统方程

考虑注入经典光场!!，二能级原子系统与腔场

相互作用的哈密顿量为
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式中等号右端前两项分别为腔场和二能级原子的能

量，#（# J）和$%（$M）分别为光场及泡利算符；第三

项为光场与二能级原子的相互作用，& 为耦合常数，
’$ 为原子的注入时刻，%（ ’ K ’$）为阶跃函数；最后一
项为注入经典光场与腔场的相互作用 4利用随机微
分方程方法［#"，#’］，得如下非锁相的 *+,-./0123-. 方
程：
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式中“ 4”表示对无量纲时间)I*# ’ 微分，(，)，%，*
分别为无量纲的腔场、原子极化、粒子数反转和注入

经典光场，&(，&)，&* 分别为相应位相，原子密度算

符矩阵元("# I O("# O -;&"#，’和’"#分别为腔场及原子

频率与光场振荡频率的无量纲失谐量 4其他参量见
文献［##］4与通常 *+,-./0123-. 方程不同，方程（"）
可产生两种体系状态：若("" P(##，则体系处于激光

工作状态，若("" Q(##，则体系处于双稳态工作
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状态 !

" # 非锁相的 $%&’()*+,-’( 方程的动力
学特性

!"#" 失谐量的影响（!$$ %!##）

取!. /#012"，! . 3#1445，数值研究方程（1），得
图 /所示结果 !

图 / 系统的状态与"（ ."1/）和 "6的关系图 # . 3，#// . 3，"/
为四混沌吸引子区域，"1 为由四混沌吸引子到单混沌吸引子的

过渡区，"" 为单混沌吸引子区域，"0 为等幅的混沌吸引子区域，

$为单混沌吸引子的亚稳态区域；% 为倍周期区域，& 为稳态区

域，当"7 "2，3 8 "6 8 033时，系统处于稳态区域

若失谐量"."1/ . 3，则系统处于锁相状态：$’

.$( .$#，$’ .$1/ 9 !1 !混沌区域为 "6 . "4#:4—

/05#3，且混沌相图为双 $%&’()奇异吸引子，见图 1 !
当 "6 7 /05#3时，系统进入倍周期 !
当失谐量"及"1/至少有一个不为零时，系统始

终处于非锁相状态 !在一定的 "6值范围内，随失谐
量的增大，系统从四混沌吸引子（ "/ 区），经由四混
沌吸引子到单混沌吸引子过渡区（ "1 区，见后面讨
论），到单混沌吸引子（ "" 区）!当 3 8"8 3#3/时，随

"6值的增大，系统由稳定态（ & 区），经亚稳态（$
区），再经稳定态，到四混沌吸引子态，最后进入等幅

的四混沌吸引子状态，如图 /所示 !
显见，系统工作在非锁相状态时，不但产生混沌

的 "6值范围变大，而且混沌特性也有了变化 !图 /
中 "/ 区域的混沌吸引子与通常的 $%&’()吸引子（"
."1/ . 3）不同的是：出现了如图 " 所示的 0 片“蝴
蝶翅膀”，即相轨迹围绕着 0个稳定点

图 1 （,）系统锁相条件的动力学相图，"."1/ . 3，#// . 3，# .

3，"6 . 53，双 $%&’() 奇异吸引子的两个稳定点的坐标为

（ ; 0#<504，; 0#<504，4:）；（=）相空间在 ’轴的投影随时间%的演
化；（>）光场位相与原子极化位相随时间%的演化，其 $?,@A(%B
维数为 1#/3，最大 $?,@A(%B指数为 3#02

)/，1 .（; !［（#11 C#//）"6 C /! ］，

; !［（#11 C#//）"6 C /! ］，

（#11 C#//）"6 C /）
和

)"，0 .（; !［（#11 C#//）"6 C /! ］，

" !［（#11 C#//）"6 C /! ］，

（#11 C#//）"6 C /）
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旋转，而光场位相与原子位相随时间呈随机的!阶
跃变化，因而使原来的两个稳定点变成 !个 "在我们
取的参数下，系统的 #$%&’()* 维数为 +,-.，最大
#$%&’()*指数为 /,0+ "

图 + （%）系统在非锁相条件下的动力学相图，! 1!2- 1 -/ 3 4，

"-- 1 /，! 1 /，"5 1 ./，#)67(8四混沌吸引子的 !个稳定点的坐标

为（ 9 !,0.!:，9 !,0.!:，:4）和（ 9 !,0.!:，!!,0.!:，:4）；（;）相空

间在 #轴的投影随时间#的演化；（<）光场位相随时间#的演化

当继续增大抽运速率 "5时，系统进入了 "! 区

域，即等幅的奇异吸引子状态，相轨迹仍围绕着 !个
稳定点旋转，只是奇异吸引子的带宽变窄了，光场位

相随时间的演化仍处于混沌状态，如图 !所示，系统

的 #$%&’()* 指数为 !,!/，最大 #$%&’()* 维数为
!,=- "

图 ! 同图 +，!1!2- 1 -/ 3 0，"-- 1 /，! 1 /，"5 1 +//，!个稳定点

的坐标为（ 9 4,--+.，9 4,--+.，244）和（ 9 4,--+.，!4,--+.，244）

当失谐量!> /,-，系统进入了 "2 区域，即由四
混沌吸引子到单混沌吸引子的过渡区 "在该区域内，
混沌吸引子的相图如图 = 所示，! 个混沌吸引子逐
渐变为两个，最终变为单混沌吸引子，其光场位相随

时间的变化呈!阶跃 "
当失谐量!> /,.时，系统进入 "+ 区域，即单混

沌吸引子状态，其相图如图 0所示 "相轨迹局限于以
稳定点为中心的一个带内，但是轨道不相交，其光场

振幅随时间的变化为无规则的尖峰序列，光场位相
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图 ! 同图 "，!#!$% # &’$，"%% # &，! # &，"( # !&

随时间的变化为!阶跃 )单混沌吸引子的吸引中心
是前面 *个稳定点之一，并由初值决定 )
当失谐量!+ !’!时，系统处于 # 区，即倍周期

区域，如图 ,所示 )当失谐量!+ "!，系统处于稳定
点 )说明当失谐量过大时，系统的混沌状态被抑制 )

!"#" 注入经典光场的影响

系统处于非锁相时，若"%% +"$$，由于光场位相

#$ 随时间的演化趋于不同的稳定值，当稳定值为!
的偶数倍时，光场 $ 的稳定值为正；当#$ 稳定值为

图 - 同图 "，!#!$% # $，"%% # &，! # &，"( # -&，稳定点的坐标为

（ . *’&*/!，*’&*/!，!0），其 12345678维数为 "’&$，最大 12345678指

数为 &’%"

!的奇数倍时，光场 $ 的稳定值为负 )故在双稳态情
形下，体系出现对称的双稳态对，如图 /所示 )在双
稳态运转条件下，系统无混沌效应 )
若"%% # &，在锁相条件下，!或 ! 可抑制混沌 )

如当 "( # %&&时，!#!$% # &，! # &’0时可抑制混沌；

!#!$% # %，! # %’/时抑制混沌；而!#!$% # !，! #
"’&时抑制混沌 )在图 %中 "%，"$，"" 混沌区域，注入
光场抑制混沌的临界值随失谐量的增大而增大 )

!"!" 原子相干性的影响

因原子的相干性可使原子产生关联辐射［,］，所
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图 ! 同图 "，!#!$% # &’(，"%% # )，! # )，"* # ()，稳定点的坐标

为（ + "’&,-(，"’&,-(，.-）

以原子的相干性可以抑制混沌 /图 -给出 "* # %))，
! # )及#$% #!0$时，在不同的失谐量下$1234"%%曲

线 /由图 -知，)!!!%，"%% 5 )’)&$（"$% # )’$.%$）时，

$123 6 )；而"%% 6 )’)&$时，$123 5 )，即抑制混沌；!6
%时，$123与失谐量及原子相干性没有明显的依赖关

系 /但当"%%")’(时，无论失谐量为何值，均无混沌
产生 /

图 , 非锁相的双稳态曲线 !#!$% # %) + "，"%% # %，## # )，"* # ()

图 - $1234"%%曲线 "* # %))，7"$% 7 # "%%"# $$，#$% #!0$，! # )

. ’ 结 论

光场以及原子的失谐量引起了系统的非锁相，

在一定条件下，光场及原子极化位相随时间呈!阶
跃变化，系统的混沌行为除锁相条件下的双混沌吸

引子外，还有由非锁相条件引起的四混沌及单混沌

吸引子；除有倍周期外，还有周期运动 /同时，非锁相
还增大了混沌的分数维维数 /在一定条件下，注入光
场 !、失谐量!（!$%）和原子相干性 7"$% 7可抑制混
沌 /在物理上这是由于注入相干性和大失谐造成的
弱原子4光场作用引起的 /
在非锁相的双稳态情况下，没有观察到混沌现

象，双稳态是以 $ # )为对称的双双稳态 /
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