
自忆模式中差分格式的稳定性研究!

封国林!）"） 董文杰#） 李建平"） 丑纪范$）

!）（扬州大学物理科学与技术学院，扬州 ""%&&’）
"）（中国科学院大气物理研究所，北京 !&&&"’）

#）（国家气候中心，北京 !&&&(!）
$）（兰州大学大气科学系，兰州 )#&&&&）

（"&&#年 (月 !#日收到；"&&#年 !!月 !&日收到修改稿）

基于大气运动是一种不可逆过程的观点，引进了忆及过去时次资料的记忆函数，导出热传导的自忆性方程，研

究了方程分别取 *+,-./0123和 4562/786/.39:;格式，回溯阶 ! 取 !时的稳定性 <探讨了多时刻模式中数值积分有时发
散的问题，揭示了由过去时次资料动态求取记忆函数，改变了原定设计的差分格式，且它是一个时间平滑因子的

本质 <

关键词：回溯阶差分格式，多时次，稳定性，记忆性

!"##：’"=&>，’"=&?，&%$&，&%#&

!国家杰出青年基金（批准号：$&#"%&!%）和国家自然科学基金（批准号：$&")%&#!和 $&"#!&&=）及中国科学院知识创新项目（批准号：@AB>"8

CD8"!&）资助的课题 <

! E 引 言

根据微分方程的经典理论，只要给定一个时刻

的初值就可以求解方程，也就构成了数值天气预报

的数学基础 <在微分方程数值计算中，差分格式对于
其精确度与有效性都极其重要 <在天气预报中，研究
和采用过多种时间积分格式［!，"］<半隐格式是效果较
好的一种，用于动力8热力方程的某些项有较高的精
确度和相对大的时间步长 <半拉格朗日格式因为可
以取较大的步长，对计算机的设备要求较低，而计算

机精确度却有所增加，近年来日益引起人们的兴趣 <
早在 "&世纪 %&年代，顾震潮就指出数值预报

只用一个初始场而经验预报运用初始时刻以前的多

个时次的资料间的差异［#］<随后我国学者先后从不
同原理和准则提出了能容纳多时次资料的模式［$］<
B.2从不可逆过程的记忆慨念出发，建立了包含多
时次观测资料的自忆性方程，给出了正压无辐射模

式和正压原始方程模式的自忆性方程，能将现有的

多时次数值预报模式统一在自忆性方程的框架中，

随着记忆函数的不同求取方式，自忆性方程可构成

数值、统计8动力和多时刻模式［%］< 6:3F和 B.2［=］则运

用大气自忆原理，建立区域气候自忆预测模式，进一

步制作了月、季、年降水滚动预报模式软件 < G5［)］还
把自忆原理引入 H$"、H=#谱模式 <尽管多方面的数
值实验研究，充分证实了从利用历史资料的角度改

进预报途径在理论上可行，且有一定预报效果，但运

用多时刻模式对实际问题进行业务预报研究时，即

使设计稳定的差分格式，积分有限步后也有可能发

散 <另一方面，自提出利用历史资料预报未来的多时
刻模式以来，对它的稳定性在理论上一直都没有研

究，目前均回避了这一问题 <因此，从理论上研究多
时刻模式的稳定性很有必要，也十分重要 <然而这项
工作十分困难 <
不失一般性，本文就热传导自忆性方程，在回溯

阶 ! 取 ! 时，空间取 *+,-./0123和 4562/786/.39:;格
式，运用理论和数值计算相结合的方法，研究记忆函

数取值对方程稳定性的影响 <

" E 数学原理

不失一般性，大气8热力方程组可写为
!"#

!$ I %#（"，!，$）， # I !，"，⋯，&，（!）

&为整数，"# 为第 # 个物理量，!为物理参数，为简
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便计，以下文中只考虑一个物理量 !，（!）式表达了
! 的局地变化与扰源函数 " 的关系，定义记忆函数

!（ #，$），且 !（ #，$）!!，式中的自忆性方程可写
为［"］

!$ # "
$

% # % &%!
"%’% &"

$

% # % &
#%"（!，$，$）!$， （’）

式中时次为 $，$$，$ % !，⋯，$ % &，取等距时次间隔，!$
# $% & ! % $%，"% #（!% & ! %!%）(!$，#% #!% (!$，’% #（ !% & !

& !%）(’，一般地"%，#% 可由历史资料用最小二乘或

遗传算法求得 )
& 称回溯阶，当 & # $时，（’）式称为零阶自忆性

方程，我们已证明了零阶自忆性方程与记忆函数具

体形式无关［*］) & 取 ! 时，称为一阶自忆性方程，知
$$，$ % !，预报 $ 时刻，说明了大气的未来发展不仅与
上一时刻的、而且与它过去的状态有关，即大气并不

遗忘它的过去，对这种记忆性，在这里引进记忆函数

来表征 )

+ , 稳定性研究

取 & 为 !，沿用差分格式中的记号，记!
( & !#

!$，!
(#!$，!

( % !#!% !，⋯，)( & !# )$，)(# )$，)( % !

#) % !，⋯，不失一般性，（!）式等号右端取 "（ !，$，

$）#"
’ !
")’，即（!）式为热传导方程，在热力学、力学等

领域有广泛的应用 )（’）式写成具体的递推关系式为

!
(&! !(&!

* %!
(%! !(%!

* % !
’（!(

* & !(%!
* ）

-（!
( %!

(%!）% !
’（!(

* & !(&!
* ）（!

(&! %!
(）

%!
(%!!$"

’ !(%!
*

")’ %!
(!$"

’ !(
*

")’ # $ ) （+）

很显然（+）式是一个三层格式，即有 ( % !，( 时次及
预报 ( & !时次 )
定义格式的稳定性，若对任意给定的%. $，存

在与!$，!) 无关的正数&#&（%），使得只要初始误
差%$

* 及%!
*（ * # !，’，⋯，+ % !）适合

!
+"

+%!

* # !
（%$

*）
’ & !

+"
+%!

* # !
（%!

*）
’ /&，

所引起的传播误差%(
* 适合

!
+"

+%!

* # !
（%(

*）
’ /% （( # ’，+，⋯，［, (!$］），

则称格式是平均稳定的 )对多层差分格式稳定性定
义依此类推 )

!"#"$%&’()*+,-格式

一般地，0123456789 格式的空间微商"’ !(
* (")’

取（!(
* & ! % ’!(

* & !(
* % !）(（!)）’，截断误差为 -（（!$）’

&（!)）’），# #!$ (（!)）’ )（+）式变为
!
’（!

(&! &!
(）!(&!

* & !
’（!

(%! %!
(&!）!(

*

% !
’（!

( &!
(%!）!(%!

* %!
(%! #（!(%!

*&! % ’!(%!
*

& !(%!
*%!）%!

(#（!(
*&! % ’!(

* & !(
*%!）# $)

误差适合%(
* 差分方程，

!
’（!

(&! &!
(）%(&!

* & !
’（!

(%! %!
(&!）%(

*

% !
’（!

( &!
(%!）%(%!

* %!
(%! #（%(%!

*&! % ’%(%!
*

&%(%!
*%!）%!

(#（%(
*&! % ’%(

* &%(
*%!）# $， （:）

* # !，’，⋯，+ % !， ( # !，’，⋯，［, (!$］% !，

%(
$ # $，%(

+ # $， ( # $，!，⋯，［, (!$］)
（:）式是一个变系数的误差方程，求出它的解析解或
定性分析很困难 )为了避免问题的复杂性，假设记忆
函数与空间无关，仅认为是时间的函数 )由于记忆函
数组合的误差方程的变系数与空间无关，且规定记

忆函数的取值范围为［ % !，!］，即记忆函数取确切的
数值，用数值计算与理论相结合的方法来研究误差

随时间变化的规律 )设记忆函数为线性衰减型，

!（ $%）#
! %"（ $ % $%） $ ! $%，

! $ . $%{ )
（"）

对于 & # !，!
( & ! # !，!

( # ! %"，!
( % ! # ! % ’"，其中

". $的常数，反映了记忆随时间衰减的快慢，故称
为遗忘因子 )在确定"下，则常系数差分方程（:）可
写为

!
’（’ %"）%(&!

* &（! %"）%(
* % !

’（’ % +"）%(%!
*

%（! % ’"）#（%(%!
*&! % ’%(%!

* &%(%!
*%!）

%（! %"）#（%(
*&! % ’%(

* &%(
*%!）# $) （;）

用分离变量法解（;）式，令
%(

* #’*((， （<）
即得

（’ %"）((&! & ’（! %"）(( %（’ % +"）((%!

’ #［（! % ’"）((%! &（! %"）((］

#’*&! % ’’* &’*%!

’*
#)) （*）

显然

) #). # % :719’（.#(’+） （. # !，’，⋯，+ % !）)
（=）
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相应地，

!（ !）
" ! #"#$（!!" % $）， （&’）

则关于"% 的特征方程为

（( )#）$( * (（& )#）［& ) &%!］$
)［（( ) +#）* (（& ) (#）&%!］! ’, （&&）

它的两个根为

$&，!
(，!

!
)（& )#）［& ) &%!］- &! %.

( )#
，

式中

& ! .（& )#）(［& ) &%!］
( * .（( )#）

/［（( ) +#）* (（& ) (#）&%!］，

于是

"!
% ! #&$%

&，! * #($%
(，! ,

差分方程（0）的通解

’%
" ! "

$)&

! ! &
（’!$%

&，! * (!$%
(，!）"#$

!!"
$ ， （&(）

’!，(! 应该由给定它的初始误差’’
"，’&

"（ " ! &，⋯，

$ ) &）确定，#&，#( 为常数 ,
考虑气候变化诸多因子之间既有正相关，有时

也有显著的负相关，因此取 ’ 1#1 (,显然当 & ! &，

%! 2 ) ’34 时，差分方程（0）有两个不相等的实根，
使得 $&，!

(，!
#&，满足差分格式的稳定 ,当%! 1 ) ’34

时，（0）式随着#不同的取值，有两个不相等的实根
或两个共轭复根（如图 &）,

图 & $&，!
(，!
随%!，#的变化曲线

图 (给出%!，#使$&，!
(，! #&为稳定区域，这说

明记忆函数的取值改变了差分格式，成为条件稳定 ,
事实上，若(

% * & ! ’，(
% ! &，(

% ) & ! ’，则

$&，! ! &%! * & * &%
(! !，$(，! ! &%! ) & * &%

(! ! ,

图 ( $&，!
(，!
#&的稳定区域

由%! 1 ’，对任意 & 2 ’，$(，! 2 &，5#6789:";$格式是
不稳定的 ,所以在数值计算时，此格式是不能采用的
原因 ,事实上，对任何 $ 总存在 !’，使得 $(，!’ $&

*)，其中)是一个与") 无关的正常数，于是所引
起的传播误差’%

" 适合
［<］

"
$)&

" ! &
（’%

"）
( ! $

($
(%
(，!’

2 &
($

(（%)&）
(，!’

$
(（& *$(

(，!’
）

$
&
(（& *)）(（%)&） "

$)&

" ! &
（’’

"）
( *"

$)&

" ! &
（’&

"）[ ]( ,

（&+）
由定义知 5#6789:";$ 格式不平均稳定，显然也不一
致稳定，记忆函数的引入，起到了一个时间平滑因子

的作用，改变了差分格式，成为有条件稳定 ,

!"#"$%&’()*&(+,-./格式

5#6789:";$格式在通常模式中绝对不稳定，而在
多时刻模式中，由于记忆函数的引入，变成了条件稳

定，实际数值计算中，一般采用 =>?;9@A?98$BCD格式，
即

#( *%
"

#)( 取（*%
"*& ) *%*&

" ) *%)&
" * *%

")&）%（")）(；

#( *%)&
"

#)( 取（*%)&
"*& ) *%

" ) *%)(
" * *%)&

")&）%（")）( ,

它的截断误差

+%
" ! ,（")）( * ,（"-）( * , "-

"( ))( )(
，

（+）式可写为
&
(（(

%*& *(
%）*%*&

" * &
(（(

%)& )(
%*&）*%

"
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! "
#（!

! $!
!!"）"!!"

# !!
!!" $（"!!"

#$" ! "!
# ! "!!#

#

$ "!!"
#!"）!!

!$（"!
#$" ! "!$"

# ! "!!"
# $ "!

#!"）% &’
（"(）

显然（"(）式是一个四层差分格式，它涉及 ! $ "，!，
! ! "，! ! #，(个时次 ’类似地，记忆函数仍采用（)）
式，则常微分误差方程为

"
#（# !"）#!$"

# $（" !"）#!
# ! "

#（# ! *"）#!!"
#

!（" ! #"）$（#!!"
#$" !#!

# !#!!#
# $#!!"

#!"）

!（" !"）$（#!
#$" !#!$"

# !#!!"
# $#!

#!"）% &’（")）

仍用分离变量法，令#!
# %$#%!，即得

（# !"）%!$" $ #（" !"）%! !（# ! *"）%!!"

# $［（" ! #"）%!!" $（" !"）%!］

$
# $（" !"）（%!$" $%!!"）$ # $（" ! #"）（%! $%!!#）

# $［（" ! #"）%!!" $（" !"）%!］

%$#$" $$#!"

$#
%&’ （"+）

首先容易求出

& %&% % #,-. %!
& （% % "，#，⋯，& ! "），

相应地

$（ %）
# % ’./0 %!#

& ， （"1）

其次差分方程为

［# !" $ #（" !"）$］%!$" $［#（" !"）$ #（" ! #"）$
! #&$（" !"）］%! $［# $（" !"）! #&$（" ! #"）

!（# ! *"）］%!!" $ # $（" ! #"）%!!# % & ’ （"2）

设（"2）式的三个特解%!"（ %），%!#（ %）和%!*（ %），它

们分别适合初始条件，

%&"（%）% "， %""（%）% &， %#"（%）% &，

%&#（%）% &， %"#（%）% "， %##（%）% &，

%&*（%）% &， %"*（%）% &， %#*（%）% "，
（"3）

于是（"2）式的通解为

%（(）
! % )%%（(）

!" $ *%%（(）
!# $ ’%%（(）

!* ’ （#&）

因此

#!
# % !

&!"

% % "
［)%%!"（%）$ *%%!#（%）$ ’%%!*（%）］./0 %!#

& ，

（#"）
则

#&
# %!

&!"

% % "
)% ./0

%!#
& ，

#"
# %!

&!"

% % "
*% ./0

%!#
& ，

##
# %!

&!"

% % "
’% ./0

%!#
& ，

!
&!"

# % "
（#!

#）
# % &

#!
&!"

% % "
［)%%!"（%）$ *%%!#（%）

$ ’%%!*（%）］#，
于是

!
&!"

# % "
［（#&

#）
# $（#"

#）
# $（##

#）
#］

% &
#!

&!"

% % "
（)#

% $ *#
% $ ’#%）’ （##）

现令 +! % 456
%
（ %!"（ %），%!#（ %），%!*（ %）），

并有（ )% $ *% $ ’% ）#"#（)#
% $ *#

% $ ’#%），就有

!
&!"

# % "
（#!

#）
# "#+# [! !

&!"

# % "
（#&

#）
#

$!
&!"

# % "
（#"

#）
# $!

&!"

# % "
（##

#）]# ’ （#*）

事实上，%!"（%），%!#（ %），%!*（ %）是（"2）式所对应的
特征方程为

’* $ *"’# $ *#’ $ ** % &， （#(）
式中

*" %［#（" !"）$ # $（" ! #"）! #（" !"）&$］
7［# !" $ #（" !"）$］，

*# %［# $（" !"）! #&$（" ! #"）!（# ! *"）］
7［# !" $ #（" !"）$］，

** % # $（" ! #"）7［# !" $ #（" !"）$］’
令

, % ! *#
" 7* $ *#，

- % #**
" 7#1 ! *" *# 7* $ **，’ % . $ /，

则

./ % ! , 7*， .* $ /* % ! -，
0 %（- 7#）# $（, 7*）* ’

设 1，2 分别是满足条件 ./ % ! , 7* 的 .，/ 值，则
（#(）式的三个根为

’（ %）
" % 1 $ 2，

’（ %）
# % ! &8)（1 $ 2）$ /（1 ! 2）#*7#，

’（ %）
* % ! &8)（1 $ 2）! /（1 ! 2）#*7# ’ （#)）

当且仅当!
! % "，!

! ! " % &，!
! $ " % &，则

’（ %）
" % &，

’（ %）
#，* %

#,-. %!( )& 9 " ! (./0# %!# &
# $ $ " ’ （#+）
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于是易知

!!!（"）" #"（ "）
! "（ "）

$
（"（ "）

! ）
!#% #（"（ "）

$ ）
!#%

"（ "）
! #"（ "）

$

" #"（ "）
! "（ "）

$［（"（ "）
! ）

!#! &（"（ "）
! ）

!#$"（ "）
$

& ⋯（"（ "）
$ ）

!#!］，

!!$（"）" #
（"（ "）

! ）
! #（"（ "）

$ ）
!

"（ "）
! #"（ "）

$

"［（"（ "）
! ）

!#% &（"（ "）
! ）

!#!"（ "）
$

& ⋯（"（ "）
$ ）

!#%］’ （!(）
由于 "# !%，且 "（ "）

! "（ "）
$ !%，因此 !!#（ "）（ # "

%，!，$）是一致有界的，即 $!!$，$ 是与!% 等无
关的常数，此时，)*+,-./+-01234格式是平均稳定的 ’
图 $给出#"，$使"（ "）

# !%（ # " %，!，$）为稳定
区域，尽管设计 )*+,-./+-01234格式在一般数值模式
中是平均稳定的，但在自忆模式中，由于记忆函数的

取值，是由于历史资料用最小二乘来确定的，在

［ # %，%］区间是不确定的，因此它改变了差分格式，
破坏了其稳定性 ’

图 $ )*+,-./+-01234格式下的稳定区域

图 5给出#"，$使"（ "）
# !%（ # " %，!，$）为稳定

区域的等值线图，图中等值线图为 "（ "）
% !%，也只

有局部的取值满足差分格式的稳定性 ’

5 6 自记忆方程与差分格式的关系

事实上，（!）式若给出记忆函数一些数字就能构
造出不同的差分格式，即

%
!&% &!&% #%

!&! #（%
!&% #%

!）&’
7 " "

!&%

# " !
%

#(!) ’

（!8）

图 5 "（ "）
% !%的稳定区域等值线图

若令%
! " 7，%

! & % " %，&’
7 " &!，得隐式差分格式

（&!&% # &!）9!) " (!&% ’
若令%

! "%
! & % " %，得双时间层的隐式差分

格式

（&!&% # &!）9!) " (! & (!&% ’
若令%

! " %，%
! & % " 7，&’

7 " &! & %，得前向差分

格式

（&!&% # &!）9!) " (! ’
因此不难推断，若记忆函数取时间和空间而变的一

些适当数字，就可构造出现有的差分格式，还能设计

出至今尚无的新格式 ’例如一维平流方程

"*
") & +"*

"% " 7， （!:）

即

"*
") " # +"*

"% # (， （$7）

式中 % 为空间坐标，+ 为常定平流速度 ’对空间 ,
点，与（!）式类似，自忆性方程为

%（ -，)）*（ -，)）"%（ -，) # .）*（ -，) # .）

&"
7

# " # .
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)

)# .%
（ -，&）"

*（ -，&）
"% ;&’ （$%）

若以（$%）式作预报，要用到 ) 时刻以前的 *（ )#）的 .
个值和 (（ )#）的 . 个场，所以在（$%）式中，%（ )#）的作
用是记忆 . & %的 * 值和 . & %的 ( 场 ’这是我们称
其为记忆函数的原因，也是提出记忆动力学的数学

基础 ’采用在差分格式中使用的符号，即令

%
!&%
- #%（ -，)），%

!#%
- #%（ -，) #%），⋯，
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!"!"
# ! !（ #，$）， !"!"

#!" ! !（ # ! "，$），⋯，

! # $ %!$ %!&，
对 " $ ’ 至 " ! "的积分以求和来代替，空间则采用
中央差分，回溯阶为 ’，（&"）式的回溯格式为
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# !"
’

( # $ ’
"(（!"! (
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#!" $##(!"! (
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式中

"$ ’ #$
"$ ’
# %$
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令
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"$"
# # "，$
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#$" # ’，

$
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"
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"$"
#!" #$
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#$" # ’，

则（&(）式为
!"!"

# # !"$"
# !!（!"

#!" $ !"
#$"）) （&&）

这就是蛙跃差分格式 )如果取定不同的"(，#(，##( 和

（!" ! (
# ）

)，就可以得到种种不同的差分格式，这可能

是构造回溯格式的一个丰富多彩的结果 )若令

$
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"
# #$
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"
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#）%(，
（&(）式成为
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# #"’ !"
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#!" $ !"
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!#"（!"$"
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#$"）， （&*）
式中

"’ #（" $%）%(，"" #（" !%）%(，

! # $ %!$ %!&，#’ #!%(，

#" ##’%)
令%# "，则

!"!"
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# ! !(（!"
#!" $ !"

#$" ! !"$"
#!" $ !"$"

#$"）)

（&+）
这就是 ,-./012345675/差分格式 )
令%# "%(，则

!"!"
# # "

* !"
# ! &

* !"$"
# ! !(（!"

#!" $ !"
#$"）

! !*（!"$"
#!" $ !"$"

#$"）) （&8）

如果以蛙跃差分格式与之比较，明显地看到在对

!" ! "
# 的预报中包含了 !"

#，!" $ "
# ! "和 !" $ "

# $ "的信息 )
令%# ’，则

!"!"
# # "

( !"
# ! "

( !"$"
# ! !(（!"

#!" $ !"
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令%# $ "，则

!"!"
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# ! !(［（!"
#!" $ !"

#$"）$（!"$"
#!" $ !"$"
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（&9）
从（&+）至（&9）式可以看出，给定不同的记忆函数，差
分格式即有相应的变化 )毫无疑问，其中有些差分格
式不稳定 )但在多时刻模式，自记忆函数是动态求取
的，这给预报过程中如何判别差分格式是稳定的带

来了困难 )不仅如此，非线性差分格式的稳定性不仅
与空间、时间差分格式的具体形式有关，还与初始条

件有关［""—":］)在多时刻模式中，记忆函数由历史资
料确定，因此可预见多时刻模式的差分格式的稳定

性研究无疑很复杂 )

+ ; 结 论

在多时刻模式中引进了记忆函数，使用过去时

次资料，充分提取有用信息成为可能，但自忆性方程

的稳定性一直困扰着多时刻模式的进一步深入研究

和利用预报，通常积分到有限步数，其计算结果就不

甚理想，或发散 )记忆系数的确定是通过最小二乘或
遗传算法来确定的，并且是一个动态过程，引入记忆

函数在时间上起到一个平滑的作用［<］，过去时次资

料来确定的动态记忆函数，改变了模式方程设计的

差分格式，使得差分格式变得不稳定 )因此在多时刻
模式设计中，必须对记忆函数的取值范围有一个正

确的估计，另外每向前迭代一步，求出记忆函数通过

回溯阶 ’ 对应下的本征值方程来判断格式的稳定
性，以保征自忆模式的可靠性和预报的准确性 )
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