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用体系的本征值和本征波函数定义一种新的量子谱函数 (这种量子谱函数的傅里叶变换包含了体系从一个给
定点到另一个给定点的许多经典轨道的信息 (以二维矩形腔中的弹子球运动体系为例的初步研究验证了这一
结论 (
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自从 -./0123345［!，$］提出态密度的周期轨道理论
以来，对可积和混沌体系运动行为的经典力学与量

子力学之间关系的研究就一直延续不断［$—6］(这种
研究极大地丰富了我们对混沌运动的理解，对有些

问题，这些研究结果已成为理解新的物理现象的必

不可少的工具 (例如，在研究磁场中原子的高激发态
的吸收谱时，闭合轨道理论［*—&］揭示出了吸收谱随

能量变化具有特定的周期，而这些周期与体系的闭

合轨道对应，从而成功地解释了困扰原子物理学 !"
多年的准朗道振荡现象，并引发了一系列研究原子

分子在外场中运动的理论和实验［6，#，7］，这些研究现

已发展成“回归谱学”（548.554984 :;48/5<:8<;=）(
本文将提出一种新的经典)量子对应 (我们将定

义一个量子谱函数，并以二维矩形腔中的弹子球运

动为例，定量地计算所定义的量子谱函数 (我们将揭
示新量子谱函数与经典轨道之间的对应关系，这些

轨道既不是 -./0123345周期轨道理论中的周期轨道，
也不是 >.和 >43<:闭合轨道理论中的闭合轨道 (

$ , 新的量子谱函数

考虑哈密顿为
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的多维体系 (设能量本征值为 %&，& 为量子数，对应

%& 的本征波函数记为!& (设 ’ 和 ( 为给定的两个

空间坐标点，我们定义新的量子谱函数为

"’(（%）!"
&
!
#
&（’）!&（(）!（% A %&）( （$）

与闭合轨道理论［*—&］类似的推导表明，"’(（%）可以

写成
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方程（%）中包含了一个背景项和许多正弦振荡项求
和，求和包含了所有从 ’到(的经典允许的轨道 (其

中振幅 *) 与轨道的稳定性有关；作用量 +) ?$
(

’

"B$

是沿轨道的积分；#) 是相位，包括 CD:3<E相位修正 (
由于方程（%）的推导较长，限于篇幅，我们将另文给
出 (但应该指出的是，方程（%）给出了量子谱（$）式
与经典轨道之间的联系，下面将用例子来说明方程

（%）的用处 (

% , 二维矩形腔的新量子谱

下面的推导取自然单位 (考虑一个单位质量的
弹子球在二维矩形腔中的运动，势能可表示成如下

形式：
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定态薛定谔方程为
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用分离变量法得到方程（*）的能级为
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相应的本征波函数为
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设 (（ &$，’$），)（ &"，’"）是二维矩形腔中不在

边界上的任意两个点，则新的量子谱函数为
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现在我们用傅里叶变换证实新量子谱函数方程

（-）包含从 ( 到 ) 的经典轨道的信息 *由于弹子球
在二维矩形腔中运动的特点［$.，$$］，作用量可写成 *
! +,，其中 + 为动量绝对值，, 为轨道长度 *定义傅
里叶变换为
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式中 ! ! +"

" *将方程（-）代入方程（6），积分后得到
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式中 +"# ! "!! "# *方程（$.）中的求和包括能量介于

!0()和 !012之间的所有能级 *
对方程（%）作同样的傅里叶变换，并考虑到 +-.

在积分区间内变化缓慢，可近似看作常数，采用旋转

波近似，于是得到
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其中
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是一个峰值在 & ! . 处的函数，而"
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+012］上的某种平均值 * 由方程（$$）可以看

出，"
/
()（,） " 函数峰的位置应该对应从 ( 到 ) 的

经典轨道的长度 *
积分区间的选取首先应该满足傅里叶变换的要

求，即要能分辨出第 . 个轨道对应的峰，必须有（+012

, +0()）(
"!
,.

*另一方面，积分区间不宜过大，这样振

幅 +-. 可近似看作常数 *
不失一般性，作为例子，我们选择如下的计算参

数：

$ ! !6 7， % ! 6*%；
&$ ! 7 *$， ’$ ! " *%；

&" ! 6 *"， ’" ! 8 *" *
求和时能量本征值小于 !012 ! "..的所有态都包括
在内 *
图 $描绘了由方程（$.）计算出的量子谱的傅里

叶变换 "
/
()（,） " 随自变量 , 变化的情况 *从图 $

中我们可以看到一些明显的峰，表 $的第二列给出
了这些峰的位置 *在下一节中我们将看到，每一个这
样峰的位置等于一条经典轨道的长度 *

图$ 二维矩形腔中量子谱函数傅里叶变换的模平方

)"()（,） " 作为变量 , 的函数（前三个峰上还画出了对应的经

典轨道形态）

表 $ 二维矩形腔中本文计算得到的量子谱傅里叶变换峰

的位置与经典轨道性质对照

编号 量子峰位置 经典轨道形态 经典轨道长度

$ 8 *7+ ［.；.］ 8 *7"

" + *&6 ［.；, $］ + *&6

% $" *+- ［.；# $］ $"*+-

8 $8 *8& ［ , $；.］ $8*8%

7 $7 *+8 ［ , $；, $］ $7*+$

& $+ *$8 ［.；, "］ $+*".

+ $- *+- ［ , $；# $］ $-*+%

- ". *6" ［.；# "］ ".*6$

6 "" *." ［ , $；, "］ "$*66
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!" 量子谱与经典轨道的对应

弹子球在二维矩形腔中沿直线运动，直到与腔

壁产生碰撞 #我们找到了从 ! 到 " 的长度小于 $%
的所有经典轨道（见图 $）#下面将对每个轨道的形
态进行描述 #

&）每个轨道均用方括号（［ ］）中的两个整数

图 $ 二维矩形腔中粒子从 !点到 "点，长度小于 $%的经典轨道路径，这些经典轨道对应图 &的峰

表示，并用分号（；）隔开 #
$）前一个整数的绝对值表示该轨道与垂直于

# 轴的两个腔壁的碰撞次数；而后一个整数的绝对
值则表示该轨道与垂直于 $ 轴的两个腔壁的碰撞
次数 #

%）前一个整数的符号表示弹子球从 ! 点出发
时的 # 轴方向，“ ’”表示顺着 # 轴的方向，“ (”表示
逆着 # 轴的方向；后一个整数的符号表示弹子球从
! 点出发时的 $ 轴方向，“ ’”表示顺着 $ 轴的方向，
“ (”表示逆着 $ 轴的方向 #
表 &中右边两列给出了经典轨道的性质 #我们

发现，弹子球的各经典轨道与图 &（量子谱的傅里叶
变换）中的各个峰的位置具有一一对应的关系 #由表
&可以看出，在误差允许的范围内，每个经典轨道的
长度恰与峰的位置相一致 #

) " 讨 论

上述研究证明了二维矩形腔体系中经典轨道与

新定义的量子谱的定量对应关系 #我们看到，这些轨
道既不是周期轨道［$］，也不是闭合轨道［)—*］，它们是

从 ! 点到 " 点的开轨道，而 ! 点和 " 点可任意选
取 #应该指出，虽然上述经典+量子对应的讨论是针
对二维矩形腔体系展开的，但该体系仅仅是用来作

为一个简单的例子 #我们相信，这一经典+量子对应
能够应用到更多的体系［&,，&&］#另外还需要指出，各种
形状二维腔弹子球的动力学研究与纳米器件的输运

性质密切相关，因此，对这些体系的研究具有较高的

应用价值［&$—&)］#
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