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根据椭圆反射腔物理模型，提出了一种改变系统演化轨道的切延迟操作方法，导出了基于该方法的一类离散

混沌映射系统 ’实验表明，这类离散混沌系统最大 ()*+,-./指数恒大于零，状态变量等概率分布且与参数和初值无
关，全域零相关性，切延迟 "单位时存在一个稳定不变的方形吸引子，切延迟大于 "单位时走向各态遍历 ’这类离
散混沌系统可以产生两个独立的伪随机序列，其特殊性质和复杂的动力学行为极具密码学应用价值 ’
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!湖南省自然科学基金（批准号：#"889&""#）资助的课题 ’

" : 引 言

十多年来，混沌理论用于信息加密成为研究热

点［"—$］’信息加密对混沌系统有特殊的要求 ’首先混
沌系统应是满映射的 ’若是一条连续的相轨线，相点
的任意小邻域都会隐含系统的演化趋势，将降低算

法的安全性 ’第二是系统应具有全域混沌特性 ’即混
沌系统在参数值域和初始值域内都是混沌的，以降

低密码系统的弱密钥率 ’第三是系统具有全域零相
关性 ’以抵抗密码相关性分析 ’第四是系统具有巨大
的参数和初值空间 ’以抵抗穷举密钥攻击 ’找到这样
一个理想的混沌系统是混沌系统能够成功用于加密

技术的关键 ’目前所研究的一些典型混沌系统［&—$］，
并不完全具有这些理想特性，所以至今还没有成功

应用的实例 ’但无论如何，混沌系统以其对初始条件
的敏感性和内秉随机性，喻示着在信息技术领域将

有良好的应用前景 ’
作者试图寻找一种理想的混沌映射系统 ’本文

通过建立一个椭圆反射腔物理模型，提出了一种切

延迟操作方法，基于该方法导出了一类新的离散混

沌映射系统，称为切延迟椭圆反射腔混沌映射系统 ’
初步研究表明，该类离散混沌系统当切延迟 "个单
位时存在一个方形吸引子，切延迟大于 "个单位时
呈现各态遍历性，状态变量等概率分布且与参数和

初值无关，全域混沌性和全域零相关性 ’这是一类新
的混沌系统，可用来产生两个独立的伪随机数序列，

其特殊性质和复杂的动力学行为极具密码学应用价

值 ’本文定义模型和切延迟操作，并给出映射关系；
给出主要实验结果和有限度的讨论 ’

& : 切延迟椭圆反射腔模型

$%&% 椭圆反射腔映射系统

&:":": 物理模型
设归一化标准椭圆
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其中!为椭圆压缩因子 ’如图 "所示，一射线 ##，从
椭圆的初始位置 $#（ !#，"#）射入，相对于 $# 点的

切线夹角为"（# >">!），入射到椭圆上 $"（!"，""）

点，经 $"（!"，""）反射成 #"，#" 入射到 $&（ !&，"&），

经反射成 #&，如此继续 ’系统演化得到一个点序列

$ < $%（!%，"%）= % < #，"，&{ }，⋯ （&）
和一个射线序列

& <｛#% = % < #，"，&，⋯｝’ （%）
定义 & 称（"）式及其点序列（&）和射线序列

（%）所组成的系统为椭圆反射腔映射系统（?@@A+B?
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图 5 0123物理模型（!6 7895:;，!7 6 789<=>，

"6 78?@9<）

:858:80123的系统状态
显然，点序列（:）由两个实数集

" 6｛!# A # 6 7，5，:，⋯｝， （>）

$ 6｛%# A # 6 7，5，:，⋯｝ （=）
组成，但由于（5）式的约束，仅一个是独立的，不妨取
" 4引入点 &#（!#，%#）处反射线 ’# 的斜率 (# 序列

) 6｛(# A # 6 7，5，:，⋯｝

B C D (# D E C， （<）
则可由 " 和 ) 描述 0123的状态 4
定义 ! " 和) 为 0123的两个状态参量，它们

构成相空间（"，)）4
实验中，为了相空间（"，)）简化表示，可取 ’#

与横轴的夹角## 即 (# 的反正切表示 (#，以及 !# 的象

限角$# 表示 !# 4其转换式为

## 6 *!%&*((# B !: D## D !( ): ， （9）

$# 6 *!%%F/!# 7!$# !( )! 4 （@）

另外，在不会引起混淆的情况下，可用 &# 简单

表示椭圆上的点&#（!#，%#）或相空间的 &#（!#，(#）4

: 858;8 映射关系
给定系统参数!及初值 !7 与"，0123系统将

演化出序列（:）和序列（;），并形成一种映射关系 4
定理 " 给定系统参数!及初值 !7 和"，0123

的状态存在二维映射关系

!* 6 B
:(*B5 %*B5 E !*B5 !

: B (:
*B( )5

!
: E (:

*B5
， （?）

(* 6
:(G* B (*B5 E (*B5 (G :

*

5 E :(*B5 (G* B (G :
*
， （57）

* 6 5，:，;，⋯
其中

(G* 6 B
!*
%*!

:， （55）

%* 6 (*B5 !* B !*B( )5 E %*B5， （5:）
(G* 为&* 点处椭圆切线的斜率 4
该定理可由 0123 的几何关系不难导出，证明

从略 4
(7 可由入射角"确定，方法如下：首先由 !7 求

得 %7，然后求出 &7 点切线斜率 (G7，即

%7 6! 5 B !" :
7， （5;）

(G7 6 B
!7
%7!

:， （5>）

再利用三角函数关系，得

(7 6
&*(" E (G7
5 B (G7 &*("

4 （5=）

显然，!的所有可能取值构成了系统的参量空间，!7
和"的所有可能取值构成了系统的初值空间 4

!#!# 切延迟椭圆反射腔映射系统

为表述方便，用 (G* 表示&* 点的切线 4
定义 $ 在 0123中，如果将切线 (G* B +从 &* B +

（+#,，+!*）平移到 &* 取代切线 (G*，那么这种切
线平移的操作称为切延迟操作（ &*()"(&HI"$*,
F."!*&’F(，JK）4
这里 + 是平移的迭代步长 4如果一条切线从

&* B 5移到了 &*，我们说它延迟了 5 单位，如果从
&* B :移到 &*，就说延迟了 : 单位，一般地，若从
&* B +移到&*，则说延迟了 + 单位 4当 +$7时，JK
使得（?）式和（57）式的每一步迭代都要改变 0123
的演化轨道，从而将改变 0123的性质 4
定义 % 经切延迟操作后的 0123称为切延迟

椭圆反射腔映射系统（ &*()"(&HI"$*, "$$’./" !"#$"%&’()
%*+’&, -*. /,/&"-，JKH0123）4
若切延迟为 +，则用

(G*B + 6 B
!*B +
%*B +!

: （+ ! *） （5<）

替换（55）式即可 4 + 6 7时，JKH0123就是 01234

; 8 实验与结果分析

主要以切延迟 + 6 5为例，分析 JKH0123的混
沌性质 4所有实验都是在 LMJNMO<8=上完成的 4

$#"# 系统演化轨迹与演化进程仿真

图 :给出了 JKH0123分别在 + 6 7，+ 6 5和 +
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图 ! "#$%&’(的演化轨迹和演化进程，其中!) *+,-!.，!* ) *+,/01，") *+23,/ 4（5），（6），（7）为不同切延迟下射线在椭圆反射腔内

的演化轨迹；（8），（9），（:）为对应的 !随迭代次数 " 的演化进程（（5），（8）# ) *；（6），（9）# ) -；（7），（:）# ) !）

) !时射线的演化轨迹和 ! 值的演化进程（系统的
参数和初值相同，迭代 !**步后开始取值，其中演化
轨迹图取 !0* 个值，演化进程图取 -**** 个值）4显
然，# ) *时，系统演化是周期性的；当 # ) -和 # )
!时，系统演化的周期性消失，且混乱程度随 # 值
增加 4仿真实验还表明，%&’(不存在平庸的过渡过
程，即系统从初始点开始就进入到它预期的演化周

期轨道 4

!"#" 相点的概率分布

.+!+-+ !$ 的概率密度曲线

用 %（!$）表示 "#$%&’(中 !$ 的概率密度 4
定理 # 如果!) -，#!-，则有

%（!$）)
-

! - ; !!" $

（; -# !$ # -）4 （-,）

证明 为了简洁，略去下标变量 4当! ) - 时，
"#$%&’(成为 "#$’&’(（ <5=>9=<$89?5@ 7AB7?9 B9:?97<A=>
75CA<@ D5E F@F<9D）4在 #!- 条件下，假定 "#$’&’(
是混沌的，那么点 &（!，’）的出现是随机的 4由于圆
对称性，点 &（ !，’）在圆弧上任意位置出现的概率
应该是相等的 4就是说，若让 %( 表示圆弧上任意点
出现的概率密度，则有

%( ) -
!!
， （-3）

这里，圆的半径等于 - 4
设 8 ( 为对应 8! 的一段圆弧，则由微分几何关

系知

8 ( ) - G 8’
8( )!"

!

8!， （-2）

且 ! 在 8! 内出现的概率等于点 &（ !，’）在上下两
段圆弧 8 ( 内出现的概率，即

%（!）8! ) !%( 8 ( 4 （!*）
将（-2）式代入（!*）式得

%（!）8! ) !%( - G 8’
8( )!"

!

8! 4 （!-）

消去 8!，并将（-）式和（-3）式代入，便可得到（-,）
式 4
证毕 4
该证明假设 !$ 为随机变量，正确与否应通过实

验来检验 4如果实验与（-,）式吻合，则假设成立，将
是 "#$%&’(混沌性的一个有力证据 4

!$ 的象限角#$ 同时也是圆上 &$ 的中心角，用

%（#$）表示#$ 出现的概率，显然有如下推论 4
推论 象限角#$ 具有等概率密度，即
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%&#&#& #" 的概率密度曲线
可由"" 的概率密度 !（""）等价表示 ’
定理 ! 如果#! "，$!"，则有

!（""）!
"
!

’ （#%）

该定理同样可由圆对称性导出（证明略）’
% &#&%& 实验结果
概率密度测试实验结果如图 %所示 ’实验中，迭

代 ($万次，分成 #$$个盒计数，%" 和 #" 的均方差分
别为 $&#%)*+和 $&#(#"+ ’实验结果不仅与理论式
（")），（##）和（#%）完全吻合，而且还展示了 ,-./012
的两个理论上应进一步解释的重要特性：

"）虽然（")），（##）和（#%）式是在参数# ! " 的
条件下导出的理论曲线，但在 $&" 3#"" 范围内，
,-./012 仍然保持着这种分布，与初值无关；在
$&$$"3#"$&" 范围内，实验曲线有变形；当# 3
$&$$"后分布无规律 ’这说明 ,-./012 状态参量的
概率密度与参数#和初值无关，具有全域稳定的分
布特性 ’

#）（")）式与 4567897:映射在满映射时的概率密
度函数形式完全相同［;］，是否暗示这两种混沌系统

之间存在着某种联系？实验表明，4567897:映射的概
率密度函数与系统参数有关 ’

图 % ,-./012 系统状态参量的概率密度，其中，# !

$&)"#%，%$ ! $&)<=(，$ ! $&;*)< ’ （>）对应（")）式的 %

概率密度实验曲线；（?）对应（#%）式的 >@:9>A（ #）概率密

度实验曲线；（:）对应（##）式的 >@::58（ %）概率密度实验

曲线

!"!"#$%&’()*指数

4B>CDA5E指数大于零是系统处于混沌状态的充

分条件 ’作者在系统参数#的定义域内计算了 ,-.
/012 在 $ ! " 时的最大 4B>CDA5E 指数 ’ 采用
4B>CDA5E指数工程在线计算方法［"$，""］，由下式可算
出系统最大 4B>CDA5E指数，用 &’" 表示，即

&’" ! F7G
(#H

)$#$

"
($

(

" ! $
FA

)"

)$
’ （#(）

依据（#(）式计算 &’" 随系统参数#变化的结
果如图 (所示 ’曲线形态似飞翔的大雁，故称之为大
雁图 ’其中 ( ! ($$$$$，)$ ! "$I * ’# ! "处有最大值

&’" ! $&;"（也是极大值）；# ! $&= 处有极小值 &’"

! $&%%；由此可见，在#的定义域内 &’" 均大于零，

表明 ,-./012是全域混沌的 ’

图 ( 4B>CDA5E指数大雁图 其中 %$ ! $&)<=(，

$! $&;*)<

!"+" 方形吸引子与各态遍历性

$ ! "时，,-./012存在一个方形吸引子，如图

=所示 ’迭代初期，相点不在吸引子上，随着迭代次
数的增加，相点最终将落在这个吸引子上 ’实验还表
明，在 $ 3#3 "的范围内，方形吸引子的位置不变，
与初值无关 ’方形吸引子给出了!和"之间的简单
线性关系 ’#! "时，吸引子位置与初值有关，所有相
点都在吸引子上 ’
吸引子存在这一事实表明，$ ! " 的 ,-./0J2

不具有各态遍历性，相点的随机性最终只在一维上

有意义 ’
$ ! #时，吸引子消失，相点均匀地分到布到整

个相空间，如图 <所示 ’由此我们观察到了随着切延
迟单位数 $ 的增加，,-./0J2从吸引子走向各态遍
历，它标志着系统混乱度的增加，图 #给出的演化轨
迹和演化进程也能印证这一性质 ’ $ ! #时，表明!
和"之间的约束被消除，系统状态呈各态遍历性，系

()*# 物 理 学 报 =%卷



图 ! ! " #时 $%&’()*的方形吸引子 其中

!" +,-#./，"+ " +,01!2，" " +,3-01，取前 #!++

个迭代点

统状态的随机性在整个相空间上都具有意义 4在数
据加密技术中，这样的系统可以构造两个独立的随

机数字发生器 4

图 1 ! " .时 $%&’()*的各态遍历性 其中

!" +,-#./，"+ " +,01!2，# " +,3-01，取前 #!++

个迭代点

!"#" 相关性分析

对初值的敏感性必然表现出两个初值非常相近

的迭代演化序列之间的零相关性 4这里只讨论互相
关系数 4我们计算了 $%&’(5*和 6789:;9<映射系统在
系统参数!的定义域内的互相关系数曲线，由此可
看出两者在相关性上的巨大差别 4计算结果如图 0
所示 4取两互相关演化序列的初始值差为 $+ "
#+= #1，迭代 #.-+ > .++++次求得的 #.-+个相关系数
作图 4 $%&’(5*的相关系数在参数!的定义域内均
匀并接近零，具有全域零相关性，其平均值为

图 0 互相关系数 （?）$%&’()*，"+ " +,01!2，

"" +,3-01；（@）6789:;9<图，"+ " +,01!2

+,++./0.，标准偏差为 +,+++210，相对标准偏差为
#3,13A 4 6789:;9<系统只在系统参数接近最大值时
才具有零相关性 4
因此，如果将这两个系统用于数据加密，6789:;9<

系统可用的参数空间大约只有 $%&’(5*的 #B#+++ 4

2 , 结 论

$%&’()*是一类全域性离散混沌系统，全域性
零相关系统，具有稳定的概率分布，当 ! " #时存在
一个方形吸引子，当 ! C #时系统是各态遍历的 4这
些特性表明 $%&’()*极具密码学应用价值 4切延迟
操作 $% 起了关键作用———每一步迭代都将改变

’()*的演化轨道，使得非混沌的 ’()*成为全域性
混沌系统，使得系统状态从吸引子走向各态遍历 4作
者认为，$%可能是通向混沌的一条新途径 4深入研
究 $%和 $%&’()*系统特性将会得到更多的有理论
价值的发现 4
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