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设计了非线性参数控制器，改变了参数激励系统 &倍超谐共振时的稳态响应，减小了系统的响应幅值和消除
了超谐共振时的鞍结分岔，从而消除了跳跃和滞后现象 (首先由多尺度法得到参数系统的近似频响方程，再进行分
岔分析，从而实现非线性控制的目标 (通过数值模拟，说明状态反馈控制是可行的和有效的 (
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# A 引 言

对于非线性参数激励系统而言，只要系统处于

共振状态时，一个小幅度的外部激励都会产生很大

的响应 (而且在次谐共振和超谐共振时，系统的稳态
响应并不会随着时间而衰减，同时系统还会发生鞍

结分岔［#］(而鞍结分岔的产生将会导致系统产生跳
跃和滞后现象 (这些非线性系统的动力学行为在许
多工程实际中是有害的，是不希望发生的 (对复杂非
线性动力系统的动力学行为进行控制的主要目的就

是要避免这些有害的振动，从而产生所希望的动力

学行为 (而这些正是分岔控制研究的内容 (要指出的
是对非自治系统的分岔控制研究比自治系统的研究

进展缓慢 (对于非自治系统，它们的动力学行为与平
均方程相关，要研究系统的分岔特性，一般都是研究

其平均方程 (
许多数学和力学工作者对参数激励系统进行了

全面的动力学分析 ( B2C2C用分岔理论对包含有 D29
E8F G?4 和 +65539H 振子的参数激励系统进行了分
析［&］；I>29H和 J6?则讨论了参数激励与强迫激励联
合作用下的非线性系统的分岔特性［’］；K29H等人则
探讨了强非线性参数激励系统在亚谐共振下的分岔

特性［"］，等等［)—#$］(然而，他们都没有从分岔控制的
角度对参数激励系统进行进一步分析 (本文设计了
非线性分岔控制器对弱非线性参数激励系统在超谐

共振时进行分岔控制 (

& A 非线性参数控制器

考虑弱非线性参数激励系统
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其中!为小参数，"# 为阻尼系数，"N & 为空气阻尼系

数，#$ 为常数，" 和$分别是外激励的幅值和频率 (
而 %（!，!·，#）就是要求设计的非线性参数分岔控
制器 (
当 %（!，!·，#）P $时，方程（#）将退化为非线性

参数激励振动系统，它的稳态响应会产生鞍结分岔，

导致跳跃和滞后现象的产生，而这些是不希望发生

的 (在这里，设计一个适当的非线性参数控制器，使
得系统发生超谐共振时，不产生鞍结分岔，从而消除

跳跃和滞后现象 (分岔控制的一个难点就是要求所
用的控制器不能改变分岔的存在性，而这一要求通

常是通过首先满足不改变不动点的存在性而达到

的，很多常规的控制器都不满足这个要求，因为它们

大都是按稳定性原则来设计的 (因此，在这里假设系
统的非线性参数控制器为

%（!，!·，#）P R!&!·’， （&）
其中 & 为控制参数 (
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!" 超谐共振响应

对于 # 倍超谐共振，外激励可以写成! $ # %

"#&#为调谐参数，应用多尺度法［’’］，方程（’）的近似
解可以写成

! $ !( "(，"( )’ %"!’ "(，"( )’ % ⋯ （!）

其中 "( $ #，"’ $"# &那么外激励可以写成 $)*+!# $

$)*+（$"( %#"’）&由典型的多尺度理论有
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将方程（!）代入方程（’），令"的同次幂系数相等，有
%#
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其中 %( $!2!"(，%’ $!2!"’ &方程（1）第一式的一

阶近似解可以写成

!( $ ’（"’）34"( %!’（"’）3.4"( & （5）

将方程（5）代入方程（1）第二式，为避免出现永年项，
有
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其中
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令 ’ 为极坐标形式
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将方程（6）代入方程（7），分离实部和虚部，有解调方
程

*8 $ .%’ * .%# *# . !&
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其中($#"’ . #’，%# $
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- " 控制器的设计

控制器的设计依赖于对解调方程（:）的不动点
的分析和稳定性分析 &因此，令 *8 $ ( 和(8 $ (，得
到系统的稳态响应

%’ * %%# *# %%! *! $ *$+49(，

.#* % #&(*! $ #*$)*+(&
（’(）

由方程（’(）得到系统的分岔控制方程

%’ %%# * %%! *( )# # % ’
## .&(*( )#

#

. $ # $ ( &

（’’）
为便于进行稳定性分析，令

’ $ ’
#（+ . 4,）3)"’

其中 +，, 为实数，且)$ ’
##&将上式代入方程（7），

分离实部和虚部，有

+8 $ .%’ + .%# + +# % ,# # .%! +（+# % ,#）
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平凡解的稳定性由特征根决定

.%’ .* .) % $

) % $ .%’ .*
$ (， （’!）

即

* $ .%’ ; $# .)# # & （’-）
平凡解的稳定性条件为

$ $ %
#
’ %)# # （ $ 为控制参数）

或

0# 0% $# .%# #
’ （#为控制参数）&

1 " 数值模拟

图 ’为参数激励系统在不同控制参数下的频响
曲线 &其中参数%’ $ ("(’，%# $ ("(’，&( $ . ("#，$ $
("(#1 &对于非控制开环系统（ & $ (），当#<#’，参数

激励系统只存在平凡解，并且是稳定的 &随着#的
增加，系统的平凡解在通过跨临界分岔点 ’ 时丧失
稳定性，同时出现非平凡解 &并且随着#的增加，系
统非平凡解的振幅随着增加 &当曲线经过鞍结分岔
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图 ! 参数激励控制系统的频响曲线

! 时，振幅跳跃到 " 点，并且丧失了稳定性，只剩下
平凡解 "当!由大变小时，分两种情况进行分析 "第
一种情况：初始激励很小时，响应曲线为 #$，然后
通过跨临界分岔点 $ "随着!减小，振幅变大，见图
# "当曲线经过鞍结分岔点 % 时，振幅由 & 点，跳跃
进入 ’ 点 "随着!的进一步减小，振幅沿着曲线 ’(
减小，达到跨临界分岔点 (，然后进入直线 () "第二
种情况：当初始激励很大时，系统将不会发生跳跃行

为，响应曲线为 !’() "要指出的是突出部分 !’ 段
为高幅振动 "

图 # 频响曲线跨临界分岔点 $区域示意图

接着讨论控制闭环系统，即 *!$ "考虑两种情
况 * % $&$’和 * % $&( "对于第一种情况，很明显，它
的频响曲线类似于非控制系统 "然而，系统的振幅大
大减小了，鞍结分岔点由 ! 点漂移到了 + 点（见图
!），由 % 点漂移到了, 点 "对于第二种情况，频响曲

线的性质发生了完全的改变 "鞍结分岔完全消失了，
只剩下两个跨临界分岔点 (，$ "同时突出部分和跳
跃现象也完全消失，系统的振幅被大大的抑制，振动

曲线为 (&$ "
图 )是参数激励控制系统的外激励与响应的曲

线图 "图 *为跨临界分岔点区域附近放大图 "其中参
数!% + $&!，"! % $&$!，"# % $&$!，#- % + $&# "对于
非控制开环系统，即 * % $，当 . , .! 时，系统只存在
平凡解，而且是稳定的 "随着系统 . 值的增加，平凡
解为直线 (’ "当 . % .’ 时，平凡解通过跨临界分岔
点 ’，进入曲线 ’/（见图 *）"当 . % ./ 时，系统响应
通过鞍结分岔点 / 进入 # 点（见图 )）"随着 . 值的
进一步增加，响应幅值继续沿曲线 #$ 增加 "响应曲

图 ) 参数激励控制系统的外激励与响应曲线图

图 * 外激励响应曲线跨临界分岔点 ’区示意图

线为 (’/#$ "同样，随着 . 值由大变小，响应曲线为
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!"# !然后通过鞍结分岔点 # 向下跳跃进入平
凡解 !

图 " 参数激励系统在不同控制参数下的数值模拟时间历程图

现在分析在不同控制参数 $ # $%$" 和 $ # $%&
作用下的外激励与响应的曲线图 !当 $ # $%$"时，控
制系统的响应曲线与非控制系统是相似的，分岔等

动力学行为也是完全一样的 !只是鞍结分岔点的位
置由 #，% 点漂移到了 &，’ 点，响应幅值减小 !当 $
# $%&时，外激励与响应的曲线图发生了根本性的
变化 !鞍结分岔完全消除了，同时系统响应的幅值也
大大变小了，为曲线 () !

为了验证摄动理论得到的结果，对参数激励系

统进行了数值模拟计算，见图 " !其中参数!’ #
$%$’，!( # $%$’，"# $%’，#’ # ) $%$"，#( # $%$，#* #
$%$，* # $%’，$ # (!控制参数分别为 $ # $%$"，$ #
$%& !由图 "可以明显看出系统 $ # $%& 时的稳态响
应要比 $ # $%$"时小得多，系统的稳态响应得到了
抑制 !
比较图 ’ 至图 "，数值模拟结果与摄动理论得

到的结果是一致的 !因此说明非线性控制器的设计
是成功的，有效的 !

+ % 结 论

本文设计了非线性状态反馈控制器对参数激励

系统的 (倍超谐共振进行控制 !对二阶非线性常微
分参数激励模型进行了动力学分析，设计了速度立

方项的状态控制器 !利用多尺度方法将原系统分解
为振幅和相位角的自治方程组 !通过对平均方程的
频响曲线分析和分岔分析，检验了控制器的效率 !分
析表明，非线性控制器有效的抑制了参数激励响应

的振幅，而且消除了系统的鞍结分岔，优化了系统的

动力学行为，使得不再产生跳跃等有害的动力学

行为 !
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