
完整系统三阶 !"#$"%#&方程的一种推导与讨论
马善钧 徐学翔 黄沛天 胡利云
（江西师范大学物理与通信电子学院，南昌 !!""#$）

（#""%年 #月 &!日收到；#""%年 !月 ’日收到修改稿）

从牛顿运动方程出发，推导了完整系统关于广义加速度的 ()*+),*-方程 .讨论了该方程与传统分析力学中的
()*+),*-方程的相容性问题 .结果显示，三阶 ()*+),*-方程可以通过对 ()*+),*-方程求一阶时间导数得到，表明它们
是相容的 .因此三阶 ()*+),*-方程提供了一种不同于传统 ()*+),*-方程方法的求解物体运动方程的途径 .
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& / 引 言

物理学中描述各类运动的运动方程，基本上都

是二阶微分方程 .最常见的就是在研究机械运动时，
引进了位矢、位矢的一阶时间导数和二阶时间导数 .
通过对大量实验事实的总结归纳，得到了牛顿运动

定律 .应用牛顿定律得到的描述物体运动的微分方
程就是时间的二阶微分运动方程 .对牛顿运动方程，
如果已知物体的受力及初始条件，就可以解得物体

运动的位移随时间的变化 .但对于变加速运动，如果
已知的不是物体所受的外力，而是物体所受外力随

时间的变化率，此时就不能单纯根据牛顿运动方程

解得物体的运动轨迹 .换言之，我们不能在仅知道力
随时间的变化率的情况下，用对时间的二阶微分方

程加初始条件来求解物体的运动状态 .另一方面，现
实世界中各种动力学问题都是属于变力问题，有时

只能知道力随时间的变化率（即力变率）.因此，找到
一种利用力变率来求解物体运动状态方程的方法，

就显得较为重要 .
人们在研究力变率及含有位矢的三阶时间导数

的运动方程中，已做了一些工作 . 01234［&］介绍了加
速度的时间变化率（即急动度）的概念 . 526［#］从数学
上探讨了质点作空间曲线运动时加速度、急动度的

一般表示形式 . 7), 等人［!］则具体给出了急动度在
各种坐标系中的表示，并在一些具体的实例中讨论

了它的应用及意义 .8-9等人［%—:］给出了完整系统关
于广义速度的 ()*+),*-方程，该方程即本文讨论的
完整系统关于广义加速度的 ()*+),*-方程 . ;6［$］则

利用与牛顿力学的类比，得到了猝量方程 . <6),*等
人［’］讨论了猝量方程和加速度能定理的一些具体应

用问题 .所有这些都表明，研究力变率及加速度随时
间的变化率的问题以及它们所满足的方程，具有一

定的现实意义 .本文即由牛顿运动方程出发，导出了
完整系统关于广义加速度的 ()*+),*-方程 .虽然人
们也曾在“广义经典力学”的意义上得到过含广义

加速度的 =6>-+?()*+),*-方程［@］，但它本质上仍然只
是关于广义力的二阶微分方程，未能描述力（或加速

度）随时间变化的细节 .而完整系统关于广义加速度
的 ()*+),*- 方程是关于广义力变率的三阶微分方
程，是描述力（或加速度）随时间变化细节的方程 .

# / 完整系统 关 于 广 义 加 速 度 的
()*+),*-方程的导出

考虑一个由 ! 个质点组成的体系，对第 " 个质
点的牛顿运动方程等号两边同时对时间求一阶导

数，然后移项，得
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式中 !" 为质点 " 受到的所有的作用力（包含约束
力）的合力 .用每一个质点的虚位移!"" 标乘（&）
式，并对 " 求和，有
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继续将（/）式等号右边第二项化简，有
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将（0&）式代入（/）式，可得
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为系统的加速度能量，将（00）式代入（’）式，有

!
!

# (
( %
!&
!#)( )
!

$ 0
"
!&
!#·!

$!
!
"·!·

!!!
!#[ ]
!
"#! % &*

（0"）
又令

’"! % !
!
"·!·

!!!
!#!
，

对于完整系统，#0⋯ #( 相互独立，由（0"）式最后
可得
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（0!）
（0!）式就是描述物体变加速运动的三阶微分方程，

方程中包含了力变率 "
·

! *它在形式上与力学中的

12342536方程很相似，也可称之为三阶 12342536 方
程 *它使我们在处理物体运动时，特别是在已知力变

率 "
·

! 时，又多了一种得到运动方程的方法 *
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!" 三阶 #$%&$’%( 方程与 #$%&$’%( 方程
的相容性

（)!）式得到的三阶 #$%&$’%(方程与分析力学
中的 #$%&$’%(方程应该是相容的，即用（)!）式和分
析力学中的 #$%&$’%(方程处理同一个力学问题，得
到的运动方程应该可以经过适当的数学运算，化为

相同的描述该力学问题的运动方程 *否则（)!）式就
是不正确的 *事实上，将利用 #$%&$’%(方程得到的运
动方程等号两边同时对时间 ! 求一阶导数，即可得
到与用三阶 #$%&$’%(方程得到的相同的运动方程 *
对此结论，本文将给出证明 * 由分析力学可知，
#$%&$’%(方程为
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考虑（0）式的结果，有
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将（)4），（)0）式代入（)/）式，等号两边对时间 ! 求一
阶导数，得
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式中已考虑了（6）式的结果 *
另一方面，由 ’ 的定义和（6）式的结果，可得
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将（)6）式代入（)!）式，并与（)5）式比较，可知当
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成立时，#$%&$’%(方程（)/）对时间 ! 求一阶导数，就
得到三阶 #$%&$’%(方程 *对（.8）式化简后，得
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%
&%!2 %的结论 *此式与（)7）式的

结果相同，由此可知（)/）式等号两边对时间 ! 求一
阶导数，即可得到三阶 #$%&$’%(方程（)!）*这就普遍
性地证明了三阶 #$%&$’%( 方程与分析力学中的
#$%&$’%(方程相容，没有任何内在矛盾 *

/ " 讨 论

三阶 #$%&$’%(方程（)!）和 #$%&$’%(方程都可以
用来描述物体运动规律的运动方程，但它们的出发

点不同 * 当已知物体受力的力变率，利用三阶
#$%&$’%(方程来求物体的运动方程就较为方便 *相
反，当已知物体的受力情况，利用 #$%&$’%(方程求物
体的运动方程就容易一些 *因此，三阶 #$%&$’%(方程
是对 #$%&$’%(方程的一个有力的补充 *
尽管利用（)!）式可以得到物体的运动方程，但

一般情况下，得到运动方程的过程及得到的运动方

程并不一定比用 #$%&$’%(方程得到的过程和方程简

单方便 *但如果物体受常力作用（即 "
·
- 8）时，不管

此力是否为保守力，（)!）式将得到较为简单的
形式，
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这将使我们较易求得方程的解 *
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