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利用 *+,-,+./-012方法构造了非谐振子势的 3-45-1.*6-1257（3*）相干态和 *6-1257.85756090:（*8）相干态，表明两
种相干态在非线性谐振子势下具有完全不同的形式，并对两种相干态的完备性以及各自构成的 ;+6<57=空间进行了
讨论 > 对相干态的 ?-,256 !参数的研究表明：3*相干态服从亚 80+@@0,统计分布，*8相干态服从超 80+@@0,统计
分布 >
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) I 引 言

自从 JCD7K2+,E57引入谐振子相干态以来，关于
相干态的研究已经成为当今物理学研究的重要内

容［)，&］> )’’( 年，*6-1257 引入了两个参量的相干
态［#］，即所谓 3-45-1.*6-1257 相干态（简称 3* 相干
态）［"］，进一步丰富了相干态的应用范围 > 3*相干态
适用于任意的量子系统，传统的谐振子相干态只是

3*相干态第二实参量为零时的特例 > 3*相干态方
法已被应用到多个量子系统［A，(］>在两参量相干态
中，广义 *6-1257.85756090:相干态（简称 *8相干态）
又是一类不同于 3*形式的相干态 >最近 *+,-,+ 和
/-012［%］对任意量子系统的这两种相干态提出了一
个一般的构造方法，并研究了无限深势阱和非线性

谐振子势的广义相干态 >另一方面，非谐振子模型在
物理学很多领域扮演着重要角色 >该模型被用来研
究相干光与非线性介质相互作用的量子相位涨

落［L］、压缩光的产生［’］等等 >两参量非谐振子相干态
的研究将进一步丰富广义相干态的内容，揭示非谐

振子的深刻特性 >本文将按 *+9-,+和 /-012［%，)$］方法
构造非谐振子 3*相干态和 *8相干态，讨论这两种
相干态的基本性质和非经典特性 >

& I 非谐振子 3*相干态

设系统的哈密顿量 " 为非简并，且有分立能级
#$，基态能量 #$ M $，#$ N #) N #&，⋯，" 的态!$〉正

交且满足

"!$〉M #$ !$〉> （)）
系统的哈密顿量 " 能分解为

" M % O % P， （&）
% O和 % P 分别为产生和湮没算符，它们作用在态

矢 !$〉上，有

% P
!$〉M #! $ 5+"

（ #$ P #$P)）!$P)〉， （#）

% O
!$〉M #$O! ) 5P +"

（ #$O) P #$）!$O)〉， （"）
式中"为实参数，% P和 % O的对易关系为

［% P，% O］M &（’）， （A）
&（’）作用在态矢 !$〉上，满足

&（’）!$〉M（ #$O) P #$）!$〉， （(）
算符 ’"% O % P M "，且满足对易关系：
［% P，’］M % P，［% O，’］M P % O > （%）

所谓 3* 相干态定义为湮没算符 % P 的本征态 >用
(，"〉表示 3*相干态，则它满足本征值方程

% P (，"〉M ( (，"〉， ( # ) > （L）
方程（L）的解为
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!，!〉! !（ " ! "）!
#$

" ! %

!" &’(!#"

$（"" ）"
"〉， （)）

函数 $（"）定义为

$（"）!
*， " ! %，
#* #+⋯ #"， " # %{ ，

（*%）

!（ " ! "）为归一化常数，取〈 !，! !，!〉! *，可得

!（ " ! "）! !
$

" ! %

" ! " +"
$（"( )）

’ *
+
, （**）

可见相干态表达式（)）为复平面 ! 上的连续函数 ,在
演化算符作用下相干态具有时间稳定性

&’(%& !，!〉! !，! # &〉, （*+）
哈密顿量 % 在该相干态下的主值为

〈 !，! % !，!〉! " ! " + , （*-）
./相干态还可写为演化算符 ’（ !）作用在基态上

!，!〉! ’（ !）"%〉， （*0）

’（ !）! &12 ! (
%)( )# , （*3）

’（ !）并不是幺正算符，也不是 /4意义上的位移算
符，因此 ./相干态也就不是 /4相干态 ,
在旋波近似下的非谐振子哈密顿量 % 为（取#

!$! *）
% ! * # * #%* #+ *+， （*5）

%为正的常数，% 作用在""〉! "，%〉上，有
% "，%〉! #" "，%〉， （*6）

而

#" !%"（" #&）， （*7）
式中& !（* ’%）8% 9 %，下降和上升算符作用在
"，%〉上，有

) ’ "，%〉! %"（" #&" ）&(!%（+"#&’*） " ’ *，%〉，
（*)）

)# "，%〉! （" # *）（%" # *" ）&’(!（+%"#*） " # *，%〉，
（+%）

［) #，) ’］! +（(）， +（(）! +%( # *，（+*）
"，%〉可由 ) #作用在基态 %，%〉上产生，即

"，%〉!
（) #）"

$（"" ）
&(!%"（"#&） %，%〉， （++）

式中

$（"）!$
"

, !*
［%,（, #&）］!%

""！!（" #& # *）
!（& # *） ，（+-）

则非谐振子 ./相干态表达式为
!，!〉

! !（ " ! "）!
$

" ! %

!" &’(!%"（"#&）

%""！!（" #& # *）8!（& # *" ）
"，%〉，

（+0）

!（ " ! "）为归一化常数 ,如令’ ! ! 8"%，则上式可
化为

’，!〉

! !（ "’ "）!
$

" ! %

’
" &’(!%"（"#&）

"！!（" #& # *）8!（& # *" ）
"，%〉,

（+3）
归一化常数为

［!（ "’ "）］’+ !!
$

" ! %

"’ " +"!（& # *）
"！!（" #& # *）

!（ "’ "）’&!（& # *）:&（+ "’ "），（+5）

:&（-）为第一类变形 ;&<<&=函数［**］,
下面研究相干态的基本性质 ,很明显，相干态表

达式（+0）为复平面 ! 上的连续函数 ,同时利用关系
式（+%），有

) #

( #( )&
"

%，%〉!%
"8+ "！!（& # *" ）

!（" #& # *） &’(!#" "，%〉，

（+6）
则相干态 !，!〉可表示为

!，!〉! &12 !) #

%（( #&( )） %，%〉, （+7）

./相干态为非正交性的，

〈’，!’>，!〉!
’%’>

’
?
’

( )>

&8+

@
:&（+ ’

?
’" >）

:&（+ "’ "）:&（+ "’> "" ）
,（+)）

取测度 A(（’）!［(（ "’ "）］’ + .（ /+）/A /A)，而’ !
/&()，.（’）满足的方程为

［6］

&
$

%
.（’）’

" A’ ! $（"）
" !%

"!（" # *）!（" #& # *）
"!（" # *） ,

（-%）
利用积分公式［**］

&
$

%
/&（*&）& ’*A &

!!（（& ’* # *）8+）!（（’& ’* # *）8+）
+*#* * ’*#* ，（-*）

式中取 * ! +8"%，’* ! +" #&# *，则有

&
$

%
/&（+’）’

+"#&#* A’ ! *
0!（" #& # *）!（" # *），

（-+）

式中’! & 8"%，/&（ -）为第二类变形 ;&<<&=函数 ,比
较（-%）与（-+）式，有

.（’）!
0%"

"!（& # *）/&（+’）’
"#&#*， （--）

那么 /.相干态的完备性为
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!!，"〉〈!，" !#（!）" ! " "
#

" " $
"，$〉〈"，$ %

（&’）
非谐振子 ()相干态构成完备的 *+,-./0空间，对任

意态函数 %〉" "
#

" " $
#" "，$〉，在此相干态表象

中，有

%（!，"）"
1

$（ 2! 2）〈!
3
，"%〉

""
#

" " $

#"!
" .+"$"（"4&）

"！!（" 4& 4 1）5!（& 4 1# ）
%（&6）

很明显，态矢 "，$〉在此相干态表象中的波函数为

’"（!，"）" !
" .+"$"（"4&）

"！!（" 4& 4 1）5!（& 4 1# ）
%（&7）

同时算符 % 8，% 4和 &（$）作用在此 *+,-./0空间的
函数上，作为如下微分方程：

% 4 " ’， % 8 " ’ !9

! ’9 4（& 4 1）!! ’，

&（$）" 9$’
!
! ’ 4 1， （&:）

可证明 % 8，% 4和 &（$）作用在’"（!，"）上，有

% 8
’"（!，"）" $"（" 4&# ）.+"$（9"4&81）

’"81（!，"），
（&;）

%4
’"（!，"）" （" 4 1）（$" 4 1# ）.8+"（9$"41）’"41（!，"），

（&<）

&（$）’"（!，"）"（9$" 4 1）’"（!，"）% （’$）
此三式与（1<）—（91）式相同 %
在$$$（&$#）条件下

,+=
$$$
&$#

$"!（" 4& 4 1）
!（& 4 1） " 1，

!（ 2 ’ 2）" .>? 8 2 ’ 2 9( )9 % （’1）

()相干态表达式（96）可化为

’，"〉" .>? 8 2 ’ 2 9( )9 "
#

" " $

’"

"# ！
.8+"" "，$〉，

（’9）
即两参数的谐振子相干态 %
下面考察非谐振子 ()相干态的@AB!., ( 参数

和二阶相关函数 %@AB!., ( 参数定义为

( "〈$9〉8〈$〉
〈$〉 8 1% （’&）

当 ( C $时，光场呈超 DE+FFEB分布，当 ( " $ 时，光
场呈 DE+FFEB分布，当 ( G $ 时，光场呈亚 DE+FFEB 分
布，为非经典特性 %二阶相关函数为

)（9）（$）"〈$9〉8〈$〉
〈$〉9 % （’’）

当 )（9）（$）G 1时，量子态呈反聚束效应，当 )（9）（$）
C 1时，量子态呈聚束效应 %
利用（96）式，有

〈!，" $"，!〉"
2! 2 H&41（9 2! 2）

H&（9 2! 2） ，（’6）

〈!，" $9 "，!〉

"
2! 2 9 H&49（9 2! 2）4 2! 2 H&41（9 2! 2）

H&（9 2! 2） ，（’7）

则

( " 2! 2
H&49（9 2! 2）H&（ 2 9! 2）8 H9&41（9 2! 2）

H&41（9 2! 2） ，

（’:）

)（9）（$）"
H&49（9 2! 2）H&（ 2 9! 2）

H9&41（9 2! 2）
% （’;）

利用公式［11］

’9
’｛*

9
&81（’）8 *&89（’）*&（’）｝" "

#

" "$
（& 4 9"）*9&49"（’）

及

!+（ ’）" +8 +*+（+ ’）， （’<）
得

H&49（9 2! 2）H&（ 2 9! 2）% H9&41（9 2! 2），（6$）
式中 2! 2$#时，等号成立 %可见非谐振子 ()相干

态在$&$［ 2!2（ " 2 ’ 2 5#$）G #］时，( G $，光场呈
亚 DE+FFEB统计，)（9）（$）G 1，呈反聚束效应 %当$$$
（!$#）时，( " $，)（9）（$）" 1，满足一般谐振子相干
态条件 %注意这里 @AB!., ( 参数和二阶相关函数
)（9）（$）都与第二实参量"无关 %

& I 非谐振子 )D相干态

任意量子系统的 )D相干态定义为
’，"〉" .>?（ ’% 4 8 ’3 % 8）’$〉% （61）

利用下降和上升算符 % 8，% 4的特性，有［:］

’，"〉" "
#

" " $
’","（ 2 ’ 2） -（"# ）.8+"." ’"〉，

（69）
式中 ,"（ 2 ’ 2）定义为

,"（ 2 ’ 2）" "
#

/ " $

（8 2 ’ 2 9）/
（" 4 9 /）！"（" 4 1，/），（6&）

而

"（" 4 1，/）" "
"41

01 " 1
.01"

01 41

09 " 1
.09⋯"

0/81 41

0/ " 1
.0/，
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且

!（! ! "，#）$ "， （%&）

!满足下列关系：

!（! ! "，"）’!（!，"）$ #!!"!（! ! (，" ’ "）)
（%%）

使用上述循环关系，可得 $!（ * % * $ &）满足的微分方
程为

&
+$!（ &）

+ & $ $!’"（ &）’ !$!（ &）’ #!!" &( $!!"（ &）)

（%,）

对非谐振子，#! $!!（ ! !"），取# $!!%，则相干
态为

#，$〉$ "
-

! $ #
#

!$!（ *# *） ’（!! ）.’/$#! !，!〉，

（%0）
式中

’（!）$ #
!

( $ "
(（ ( !"）$ "

（! !" ! "）"（! ! "）
"（" ! "） ，

（%1）
那么

!（! ! "，"）$ "
!!"

(" $ "
#2(""

(" !"

(( $ "
#2((⋯"

("’" !"

(" $ "
#2("，

#2! $
#!
! $ !（! !"）) （%3）

由（%%）式，有

!（! ! "，"）’!（!，"）
$（! ! "）（! !" ! "）!（! ! (，" ’ "）) （,#）

利用（%,）式，可得 $!（ *#*）满足的微分方程为

*# *
+$!（ *# *）
+ *% *

$ $!’"（ *# *）’（! ! "）（! !" ! "）*# * ( $!!"（ *# *）)
（,"）

再取

$!（ *# *）$ )!（ *# *）4（!！*# * !），

则 )!（ *#*）满足的方程为

+)!（ *# *）
+（ *# *）

$ !)!’"（ *# *）’（! !" ! "）)!!"（ *# *）)（,(）
此方程的解为

)!（ *# *）$ （5/67（ *# *））!
（8957（ *# *））!!"!" ) （,:）

如再令

% $#;<67（ *# *）4 *# *，

则相干态表达式可化为

%，$〉$（" ’ *% * (）（"!"）4("
-

! $ #

%
!

!! ！

= "（! !" ! "）
"（" ! "[ ]）

"4(

.’ /$#! !，!〉)（,&）

再来考察 >? 相干态的基本性质，若取测度

+&（%）$
"*(
%

!（" ’ *%* (）(
，则 >?相干态有完备性

$%，$〉〈%，$ +&（%）$ + $ "
-

! $ #
!，!〉〈!，! )

（,%）
>?相干态 %，$〉的非正交性为
〈%，$%2，$2〉

$ （" ’ *% * (）
"!"
(（" ’ *%2 * (）

"!"! ( "
-

! $ #

（%
@
%2）

!

!！

= "（! !" ! "）
"（" ! "[ ]）

"4(

.’ /（$2 ’$）!!（!!"）， （,,）

即 >?相干态 %，$〉构成完备的 A/BC.D; 空间，任意
态函数可用此相干态表象表示 )
设任意态函数

’〉$ "
-

! $ #
,! !，!〉，

在此相干态表象中，有

’（%，$）$（" ’ *% * (）（’"!"）4(〈%
@
，$’〉

$"
-

! $ #
%

! "（! !" ! "）
!！"（" ! "[ ]）

"4(

,! ./$#! )（,0）

作为特例，态矢 !，!〉在此相干态表象中的波函
数为

(!（%，$）$%
! "（! !" ! "）

!！"（" ! "[ ]）
"4(

./$#! ) （,1）

同时算符 ) ’，) !和 -（.）作用在此 A/BC.D;空间的
函数上，作为如下微分方程：

) ’ $ !!
+
+%
， ) ! $ !!%

( +
+%

!（" ! "）[ ]% ，
-（.）$ (!%

+
+%

! "， （,3）

明显与 E>相干态算符微分方程（:0）完全不同 )与
E>相干态一样，) ’，) ! 和 -（.）作用在(!（%，$）
上，有

) ’
(!（%，$）$ !!（! !"! ）./$!（(!!"’"）

(!’"（%，$），
（0#）

)!
(!（%，$）$ （! ! "）（!! ! "! ）.’/$（(!!!"）(!!"（%，$），

（0"）
-（.）(!（%，$）$（(!! ! "）(!（%，$）) （0(）
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在!!!（"!"）条件下，由（#$）式和

%&’
!!!
"!"

（$ ( )# ) *）
"+$
* , -./ ( ) ! ) *( )* ， （01）

方程（2#）可化为

!，$〉, -./ ( ) ! ) *( )* "
"

" , !

!"

"# ！
-(&$" "，!〉，

（0#）
即两参数谐振子相干态 3
与 45相干态类似，现考察 56相干态的 789:-%

# 参数和二阶相关函数 $（*）（!）3

〈#，$ %$，#〉,
)# ) *（" + $）
$ ( )# ) *

， （0;）

〈#，$ %* $，#〉,
)# ) #（" + $）（" + *）

$ ( )# ) *

+ )# ) *（" + $）
$ ( )# ) *

， （02）

则 789:-% # 参数为

# ,〈%*〉(〈%〉* (〈%〉
〈%〉 , )# ) *

$ ( )# ) *
3（00）

因为 )#) , ) <89=（ )#!! )）)，故当!$!时，)#) > $，#
? !，56 相干态呈超 6@&AA@9 统计分布 3而当! , !
时，)#) , !，# , !，56相干态回到了谐振子相干态
情况 3二阶相关函数为

$（*）（!）,（" + *）（$ ( )# ) *）
" + $

, $ +!
B@A=*（#! ) ! )）

3 （0C）

可见，二阶相关函数 $（*）（!）是参数!和相干态变量
) ! )的函数 3当 $（*）（!）> $时，量子态呈反聚束效应，

此时!和 ) ! )满足 ) ! ) ? %9（#! + !# + $）D#!3为直
观起见，在给定!的条件下，$（*）（!）与 ) ! )的关系
图，如图 $所示 3

图 $ $（*）（!）与 ) ! )的关系 !, !E$（———），!E;（ (·(），$（ ( ( (）

由图 $可知，当 ) ! )较大时，$（*）（!）> $，量子态
呈反聚束效应，当 ) ! )较小时，$（*）（!）? $，量子态呈
聚束效应，$（*）（!）, $对应的条件为

) ! ) , %9（#! + ! +# $）D#!3
这是通常的谐振子相干态的结果 3

# E 总 结

运用 5&989&FG8@H: 方法构造了非谐振子的 45
相干态和 56相干态，这两种相干态具有完全不同
的表述形式，两种相干态各自构成自己完备的

I&%J-K<空间 3在!!!，即（"!"）的条件下，两种相
干态表述都回到一般谐振子相干态表述 3有趣的是
两种相干态服从不同的统计分布，45 相干态的
789:-% # 参数 # > !，二阶相关函数 $（*）（!）> $，即
45相干态服从亚 6@&AA@9统计分布和反聚束效应 3
56相干态的 789:-% # 参数 # ? !，则其服从超
6@&AA@9统计分布 3 56相干态的二阶相关函数$（*）（!）
则是!和 ) ! )的函数，当 ) ! )较大时，$（*）（!）> $，量
子态呈反聚束效应，当 ) ! )较小时，$（*）（!）? $，量子
态呈聚束效应 3
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