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研究了少数几个封闭于箱子中的硬球组成的系统的动力学与统计行为 )着重研究单粒子位形空间的碰撞分
布 )计算表明，硬球的半径较小时，单粒子统计分布函数在空间主要是均匀分布；随着半径的增大，均匀分布部分逐
渐减小 )当硬球半径与箱子尺寸比值超过临界值时，单粒子分布函数呈现双峰形式 )还利用少体硬球系统模拟布朗
运动 )研究表明，当硬球系统作为介质时，系统不存在扩散过程；发现大粒子的平均平方位移与时间是平方关系，说
明大粒子在硬球介质中的输运是弹道输运过程 )
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" > 引 言
统计力学的研究对象———热力学系统的一个根

本特点就是热力学过程的不可逆性［"］)不可逆性在
热力学上由第二定律给出，而其微观动力学根源迄

今为止一直是统计力学中一个古老而重要的问题 )
在牛顿力学的框架下，系统的几率分布演化由刘维

定理给出了可逆的描述 ) ?@3A40188推导出稀薄气体
单体约化概率分布的演化方程，并推导出 B定理，
使我们从统计层面上看到了不可逆性 )为了从动力
学上解释这个定理，?@3A40188 提出了遍历性假
说［’］)遍历性理论架起了从动力学向统计过渡的桥
梁 )二十世纪非线性动力学和混沌的研究使人们对
动力学系统的统计特征有了深一步的理解，在此期

间遍历性、混合性、C流等不同概念提了出来［+］)研
究表明，动力学系统的全局性混沌是系统统计成立

的根本要素 )在此意义上，系统的无限大自由度已不
是决定性的因素 )人们已建立了少自由度系统的统
计力学及热力学［(］)遍历性理论也不仅仅是数学家
们的研究对象，它也为物理学家理解热力学系统中

的许多问题（如相变，玻璃态等）提供了新的启

示［&，-］)

另一方面，热力学体系非平衡性质与微观动力

学特征之间的关系研究近年来成为新的热点 )一方
面，人们探讨了热力学系统的输运系数的规律以及

它们与非线性动力学指数（如李雅普诺夫指数，CD
熵，分维等）之间的关系，并已经取得了丰富的成

果［-］)另一方面，对非平衡问题的研究，如小体积的
的非平衡过程如热传导、扩散、自由膨胀、绝热压缩

等，这些研究中很多问题尚不清楚，特别是系统遍历

性在其中的作用，少体系统的热力学定律成立与表

现等问题 )这些研究有助于从微观动力学上理解宏
观非平衡过程的起源，值得引起注意 )
动力学与统计的关系问题研究中一个非常经典

且有效的模型是硬球系统［%，$］)本文将研究几个封闭
于箱子中的硬球组成的系统的动力学与统计行为 )
我们首先研究单粒子位形空间的碰撞分布 )研究表
明，碰撞分布可以分为几个区域 )当硬球的半径较小
时，单粒子统计分布函数在空间主要是均匀分布；随

着半径的增大，均匀分布部分逐渐减小 )当硬球半径
与箱子尺寸比值超过临界值时，单粒子分布函数呈

现双峰形式 )其次，我们用少体硬球系统模拟了大粒
子在小硬球体系当中的运动 )我们计算发现硬球系
统不存在扩散过程（不是布朗运动），大粒子平均平
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方位移与时间是平方关系，说明大球在小球碰撞下

是典型的弹道输运过程 !

" # 硬球模型

硬球系统由局限在一个长度为 ! 的箱子中的"
个相互弹性碰撞、半径为 # 的硬球组成，如图 $ 所
示 !系统的哈密顿可以写为

$ % !
"

% % $
&%!"% &"， （$）

这里 &% 代表第 % 个硬球的质量，! %为其速度 !我们
假定硬球之间、硬球与器壁之间的碰撞都是完全弹

性的 !所以对球 ’壁碰撞，我们有 ’!%" ’ ’!%，其中!
代表垂直于器壁的方向 !对球 ’球碰撞，碰撞前后的
总动能和总动量守恒 ! %，( 球碰撞后的速度为

!%" !% (
)%(

&%
（ !( ’ !%）! !)，

!(" !( (
)%(

&%
（ !% ’ !(）! !)， （"）

其中 )%( % "&%&( &（&% ( &(）为约化质量，!) % ! & * ! *
为单位矢量，这里 ! % !( ’ !% 为两个硬球质心间的
方向矢量 !硬球系统看起来很简单，动力学上却是非
常复杂的 !研究已经表明，在二维和三维空间中运动
的硬球系统只要 "#"就是遍历的 +系统，并满足
全局混沌［,］!在此基础上我们可以建立少体系统的
统计力学和热力学 !我们曾详细研究了硬球系统的
速度、空间位置平衡态的统计分布，并用少体的玻尔

兹曼熵研究了向由非平衡态平衡态的演化［,］!我们
还研究了少体硬球的热力学第二定律［$-］!最近几
年，硬球系统还被用来研究热传导问题［$$］!下面我
们以空间三维硬球系统为例进行讨论 !

图 $ 硬球模型示意图

.# 空间碰撞分布

硬球系统动力学研究中最重要的就是碰撞过

程 !我们关注硬球碰撞时的空间位置分布 !以 * 分
量为例，我们研究其中一个硬球的空间碰撞位置分

布 +/（*）!以前我们研究过硬球的空间位置分布，并
且对于 " % " 的情形可以给出相应的解析表达
式［,］!对碰撞分布，碰撞时的两球的质心位置需满足
条件 * ! * % "#，因此一球的分布要取决于与其碰撞
的另一球的位置 !另外，在器壁附近，球的位置分布
也必然与器壁有关系 !这样解析的求解是较为困难
的，但不难数值上进行统计 !实际上，虽然我们无法
解析求解，但基本上可以把单粒子碰撞位置分布分

成以下几个区域：

（$）自由区：此区中一球的位置分布并不明显
依赖于另外与其碰撞的球，故分布为均匀的，+/（ *）

% +- !这个区通常在容器中央区域，且当球比容器
尺寸小很多时存在；

（"）禁飞区：在非常靠近器壁的地方，当一个球
在的时候，另外一个球就不能从靠近器壁的区域通

过，此时的分布为 +/（*）% -；
（.）关联区：在离开器壁相对较远但两个球仍
然相互影响很大的区域，分布可能为较复杂的形式 !
图 "给出了当 " % "，! % $-，&$ % &" 情况下不

同半径硬球系统的空间碰撞分布 !我们假定容器的
区域为（ *，,，-）$（［-，!］，［-，!］，［-，!］）!可以清
楚看到上面所提到的三个区域 !禁飞区满足 *$［-，
#］或［! ’ #，!］!自由区位于 *$［.#，! ’ .#］! #
越小，自由区越大，这从图 "（0）—（1）可以清楚观察
到 !当 .## ! ’ .# 即 ###/ % ! &2时，自由区将消
失 !对于我们的参数，#/ % 3&.%$ !222⋯ !在位于［#，

.#］及其［ ! ’ .#，! ’ #］的区域，分布为直线，为关
联区 !在 * % # 或 ! ’ # 处，分布不连续；随着靠近
中央区域，分布概率线性增加，说明碰撞发生于中部

的机会更大 !这是比较容易理解的 !当自由区消失
后，从图 "（4）可看出，在中央区域出现了一个低谷，
在此处的碰撞机会相对较小，分布出现双峰结构 !这
是因为，硬球很大时，球基本上被局限于一个角落，

很难越过去，所以此时中央区域反而发生碰撞的机

会较小 !
下面我们看一下硬球质量不同对空间碰撞位置

的影响 !图 .给出了不同质量比时的碰撞分布，左边
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是质量大的球，右边是质量小的球 !当球的半径较小
时，如图 "（#），（$），可以看到质量比的大小对分布
没有明显的影响 !而当球的半径较大时，大的质量比
对大球的碰撞位置分布就较大，而对小球分布基本

上没有影响 !这是因为小球碰撞后会具有很大的运
动速度，因而在一段时间内可以很快达到遍历分布；

而大球则每次与小球碰撞得到较小的速度改变，运

动缓慢，因而分布远未达到遍历分布 !

图 % 等质量硬球碰撞空间分布

图 " 不同质量比下大球和小球的碰撞位置分布

&’ 用少体硬球模拟布朗运动

布朗运动描述了大颗粒在液体中的无规则运

动 !液体分子对大颗粒物质的频繁碰撞产生随机力，
使得大颗粒产生扩散性的运动 !考虑一个质量为 !
的大颗粒在随机力下的运动：

!!( ) * !!!·+!（ "）， （"）
这里!为阻尼系数，!（ "）为强度为 #, $ 的白噪声 !
布朗运动的扩散系数 % 满足爱因斯坦关系：% )

#, $ -!!!
这里我们用硬球来进行类似的模拟，研究系统

的输运过程 !我们关心用少量硬球能否模拟随机噪
声的影响 !设所有硬球具有同样的半径，但有一个硬
球具有非常大的质量，其余小质量硬球产生对大球

的频繁碰撞（这些小球扮演着液体分子的角色，提供

随机力）!为了方便，我们使用周期边界条件，即假定
大球遇到容器边界就进入一个新的完全一样的容

器，而在每个箱子中有数目固定且相同的小球，这样

球的密度是固定的 !为了考察扩散性，我们可以计算
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大球的平均平方位移：

〈!!!（ !）〉"〈 !!（ !）# !!（$）〉" !"!!， （%）

图 % 大球平均平方位移随时间的变化；小图为 " 与球半径的

关系

其中上面是系综平均，即对于大量随机初始条件进

行平均 & $!!!!是标度指数 &当!" ’时，系统输运
是扩散性的，" 为扩散系数；当! " ! 时，系统输运
是弹道性的，" 与弹道运动速度成正比 &
在图 % 中，我们计算了大球与小球质量比为

’$$(’，容器长度 # " )，每个容器有 *个小球时大
球的平均平方位移 &可以看到，〈!!!（ !）〉随时间的
长时间变化并不是线性的 &我们仔细研究发现，

〈!!!（ !）〉随时间是平方的关系，即!"! &这一结果
说明，少体硬球系统不能很好模拟布朗运动，大球的

输运过程不是扩散过程，而是弹道输运 &图 %的小图
给出了系数 " 随球半径 $ 的变化关系 &可以看到，
当球半径较小时，大球的弹道输运系数基本不变；当

球半径变大时，系数 " 在 $ + $,-时迅速变小 &大球
在小球系统中的弹道输运说明，少体硬球系统虽然

可以具有很强的混沌性，但还无法很好模拟完全随

机的噪声 &要实现扩散型的输运，我们还需要更多的
硬球数目 &

) , 小 结

本文研究封闭区域中的少体硬球组成的系统的

动力学与统计行为 &对单粒子位形空间碰撞分布的
研究表明，碰撞分布可以分为几个区域，这些区域随

硬球半径的增加而发生变化或消失 &当硬球半径较
小时，单粒子统计分布在位形空间大部分是均匀分

布；随着硬球半径的增大，这些均匀分布部分逐渐减

小 &一直到硬球半径与箱子尺寸比值超过临界值时，
单粒子分布函数会呈现双峰形式 &还我们用少体硬
球系统模拟了大粒子在小硬球体系当中的无规运

动 &计算发现，硬球系统不能很好模拟布朗运动，不
存在扩散过程，大粒子的平均平方位移与时间呈现

平方关系，说明大球在小球碰撞下是典型的弹道输

运过程 &
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