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从质点系的牛顿动力学方程出发，引入系统的高阶速度能量，导出完整力学系统的高阶 *+,-+.,/方程、高阶
01/23/.方程以及高阶 455/22方程，并证明了完整系统三种形式的高阶运动微分方程是等价的 6结果表明，完整系统
高阶运动微分方程揭示了系统运动状态的改变与力的各阶变化率之间的联系，这是牛顿动力学方程以及传统分析

力学方程不能直接反映的 6因此，完整系统高阶运动微分方程是对牛顿动力学方程及传统 *+,-+.,/方程、01/23/.方
程、455/22方程等二阶运动微分方程的进一步补充 6
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’ C 引 言

力学中描述物体运动的动力学方程通常都是二

阶运动微分方程 6在已知物体受力及初始条件的前
提下，根据牛顿动力学方程原则上可以确定物体的

运动规律 6但实际的动力学问题比较复杂，物体往往
受变力作用而运动 6如果已知的不是物体所受的力，
而是物体受的力随时间的变化率，甚至是物体受的

力随时间的高阶变化率，则无法直接用牛顿动力学方

程所反映的二阶运动微分方程得到物体的运动规律 6
因此，探索如何根据力随时间的变化率以及力随时间

的高阶变化率确定物体的运动规律，是很有必要的 6
在根据力随时间的变化率研究物体运动规律方

面，人们已建立了加速度随时间的变化率（急动

度）［’—7］、力随时间的变化率（力变率）［#］、猝量方

程［$，)］、加速度能定理［)］等概念及规律 6 ’((’年，D/1
等人提出了完整系统关于广义速度的 *+,-+.,/ 方
程［"］6最近，文献［E］从牛顿运动方程出发给出了该
方程的一种推导方法，并称该方程为三阶 *+,-+.,/
方程 6可见，根据力变率研究完整系统的运动规律已
受到人们的关注 6本文从质点系的牛顿动力学方程
出发，进一步引入系统的高阶速度能量，导出完整力

学系统的高阶 *+,-+.,/方程、高阶 01/23/.方程以及
高阶 455/22方程，它们是与力随时间的高阶变化率

相对应的完整系统的高阶运动微分方程 6人们在非
完整力学和广义经典力学意义上也曾得到广义

8F2/-9*+,-+.,/方程、广义 01/23/.方程及高阶非完整
系统的 455/22方程［"，(，’%］，但它们本质上只是关于广
义力的运动微分方程 6本文最后证明了完整系统三
种形式的高阶运动微分方程是等价的 6

& C 完整系统高阶 *+,-+.,/方程的导出

考虑一个由 ! 个质点组成的完整、理想力学体
系，对第 " 个质点的牛顿动力学方程等号两边同时
对时间求# 阶导数，然后移项，得
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式中 !" 和"" 分别为作用于第 " 个质点上的主动力
合力和约束反力合力，它们一般是位矢 #"、速度 $# "
和时间 $ 的函数 6用第 " 个质点坐标空间的虚位移
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当 # ! #时，（".）式为零阶速度能量 )# ! *，正是
熟知的系统的动能；当 # ! "时，（".）式为一阶速度
能量
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正是系统的加速度能量 $可见，系统的 # 阶速度能
量是对系统动能及系统加速度能量的进一步扩充 $
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又令
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（#0）式正是文献［1］提出的完整系统关于广义速度
的 *+,-+.,/ 方程（亦即文献［2］所推导的三阶

*+,-+.,/方程），其中 !"
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主动力变率 $（##）式可称为完整系统高阶 *+,-+.,/
方程，它是对传统 *+,-+.,/ 方程及三阶 *+,-+.,/ 方
程在理论上的进一步扩充 $
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将（#9）式及（#"）式代入（1）式，并考虑到完整系统
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（#:）式可称为完整系统三阶 45/67/.方程 $

0 3 完整系统高阶 ;<</66方程的导出

将（"0）式代入（2）式，并结合定义 "，（2）式又可
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可得

%2:) 物 理 学 报 80卷



!!"!"

! #!
（"!#） $ $"

! （! $ "，#，⋯，%；" $ %，"，#，⋯）&

（’"）
（’"）式是描述完整力学系统运动的 " ! #阶微分方
程的又一形式，称为完整系统高阶 ())*++ 方程 &当
" $ %时，（’"）式为

!!"

!&#!
$ $! （! $ "，#，⋯，%）， （’#）

（’#）式正是传统分析力学中的 ())*++方程；当 " $ "
时，（’"）式为

!!#

!#⋯!
$ $"

! （! $ "，#，⋯，%）， （’’）

（’’）式可称为完整系统三阶 ())*++方程 &

, - 完整系统三种形式的高阶运动微分
方程的等价性
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从（’2）式、（’,）式及（’3）式可见，（##）式、（#/）式及
（’"）式完全等价 &

3 - 结 论

系统高阶速度能量的引入，是对系统动能和系

统加速度能量的进一步扩充，其必要性首先从完整

系统三阶 ())*++方程（’’）式即可看到 &完整系统高

"4.’.期 张相武：完整力学系统的高阶运动微分方程



阶 !"#$"%#& 方程及高阶 ’(&)*&% 方程揭示了变力作
用下系统运动状态的改变与力的各阶变化率之间的

联系，与 ! 阶广义主动力变率相联系的是描述系统
运动状态的! 阶速度能量的改变，这是牛顿动力学
方程以及传统分析力学方程无法直接反映的 +因此，
由牛顿动力学方程导出的完整系统高阶运动微分方

程是对牛顿动力学方程及传统 !"#$"%#& 方程、
’(&)*&%方程、,--&))方程的进一步补充 +由于完整系
统高阶运动微分方程由牛顿动力学方程导出，又包

容了传统的分析力学方程，所以它们本质上是完全

相容的 +

［.］ /0123 / 4 .567 "! + # + $%&’ + !" .858
［9］ :1; < .57= ()*% + $+,*-.*) # >7（(% ?1(%&*&）［朱 明 .57= 力学

与实践 # >7］

［=］ @"% A B，:1"2 C A "%D E;2 F G .577 ()*% + $+,*-.*) $% >H（ (%

?1(%&*&）［谈开孚、赵永凯、郭小弟 .577 力学与实践 $% >H］

［>］ 4;"%# I @ .57. $%&’.*’ $% 5>（(% ?1(%&*&）［黄沛天 .57.物理 $%

5>］

［J］ /1&% 4 ? 9888 $%&’.*’ &’ 6>=（(% ?1(%&*&）［沈惠川 9888物理 &’

6>=］

［H］ 4;"%# I @，4;"%# K "%D 4; ! C 988= # + #.,/01. 23+!,4 5/.6 +

&( 7（(% ?1(%&*&）［黄沛天、黄 文、胡利云 988= 江西师范大

学学报 &( 7］

［6］ <&( B F，!(; G "%D !;2 C .55. "76,/*)7 "/,4&-.*,4 ()*%,/.*’
（L&(M(%#：L&(M(%# N%*3(3;3& 2O @&01%2)2#P I$&**）（(% ?1(%&*&）［梅凤

翔、刘 端、罗 勇 .55. 高等分析力学（北京：北京理工大学

出版社）］

［7］ <" / Q，F; F F，4;"%# I @ "%D 4; ! C 988> "*-, $%&’ + 8./ + #)

=H>7（(% ?1(%&*&）［马善钧、徐学翔、黄沛天、胡利云 988> 物理

学报 #) =H>7］

［5］ !;2 / A 9889 "*-, $%&’ + 8./ + #$ .>.6（(% ?1(%&*&）［罗绍凯 9889
物理学报 #$ .>.6］

［.8］ :1"%# C 988= "*-, $%&’ + 8./ + #& .7=9（(% ?1(%&*&）［张 毅 988=
物理学报 #& .7=9］

!"#$%&*’&(%& ("))%&%*+",- %./,+"’*0 ’) 1’+"’* ’)
, $’-’*’1"2 1%2$,*"2,- 030+%1

:1"%# F("%#RK;
（9):,+-!)/- 3; $%&’.*’，<3/073/0 5/.6)+’.-&，=./0&,/0 6>J888，>%./,）

（S&0&(T&D .5 G&0&UV&$ 988>；$&T(*&D U"%;*0$(-3 $&0&(T&D 9H Q"%;"$P 988J）

,V*3$"03
/3"$3(%# O$2U ’&W32%("% X(%&3(0 &Y;"3(2%* 2O " -"$3(0)& *P*3&U，31& &%&$#P 2O 1(#1&$ 2$D&$RT&)20(3P 2O 31& *P*3&U (*

(%3$2D;0&D；1(#1&$R2$D&$ !"#$"%#& &Y;"3(2%*，1(#1&$R2$D&$ ’(&)*&% &Y;"3(2%* "%D 1(#1&$R2$D&$ ,--&)) &Y;"3(2%* 2O " 12)2%2U(0
U&01"%(0") *P*3&U "$& D&$(T&D，O$2U W1(01 W& -$2T& 31"3 31& 31$&& X(%D* 2O 1(#1&$R2$D&$ D(OO&$&%3(") &Y;"3(2%* 2O U23(2% 2O 31&
12)2%2U(0 *P*3&U "$& &Y;(T")&%3 32 &"01 231&$ + @1& $&*;)3 (%D(0"3&* 31"3 31& 1(#1&$R2$D&$ D(OO&$&%3(") &Y;"3(2%* 2O U23(2% 2O 31&
12)2%2U(0 *P*3&U $&T&") 31& $&)"3(2%*1(- V&3W&&% 31& 01"%#&* 2O 31& *P*3&U’* U23(2% *3"3& "%D 31& $"3& 2O 01"%#& 2O O2$0& "3 &T&$P
2$D&$，W1(01 0"%%23 V& 2V3"(%&D VP ;*(%# ’&W32%("% X(%&3(0 &Y;"3(2%* "%D 31& 3$"D(3(2%") "%")P3(0") U&01"%(0") &Y;"3(2%* +
@1&$&O2$&，31& 1(#1&$R2$D&$ D(OO&$&%3(") &Y;"3(2%* 2O U23(2% 2O 31& 12)2%2U(0 *P*3&U "$& " 02U-)&U&%3 32 31& *&02%DR2$D&$
D(OO&$&%3(") &Y;"3(2%* 2O U23(2%，(%0);D(%# ’&W32%("% X(%&3(0 &Y;"3(2%* "%D 31& 3$"D(3(2%") !"#$"%#& &Y;"3(2%*，’(&)*&% &Y;"3(2%*
"%D ,--&)) &Y;"3(2%* +

+,-./012：&%&$#P 2O 1(#1&$R2$D&$ T&)20(3P，1(#1&$R2$D&$ !"#$"%#& &Y;"3(2%*，1(#1&$R2$D&$ ’(&)*&% &Y;"3(2%*，1(#1&$R2$D&$
,--&)) &Y;"3(2%*

3455：8=98

975= 物 理 学 报 J>卷


