
正切平方势与平面沟道系统的本征值和本征函数
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讨论和分析了常用的平面连续势，引入了新的正切平方势描写粒子+晶体相互作用 ,在量子力学框架内，把系
统的本征值和本征函数问题化为超几何方程的本征值和本征函数问题 ,将低位能级之间的自发辐射同实验进行了
比较，结果表明理论和实验符合很好 ,
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% C 引 言

人们在考察带电粒子同物质相互作用时，先后

发现了沟道效应和沟道辐射 ,我们也对此进行了比
较多的研究 ,注意到，当带电粒子沿着晶体某些方向
（特别是低晶面指数方向）入射时，它就像进入一条

通道一样很容易穿透到晶体内部，这个现象称为沟

道效应［%—"］,经典物理学证明，在电磁场中运动的带
电粒子，只要它的加速度不为零，就要自发地向外辐

射电磁波 ,在晶格场中运动的带电粒子也不例外，强
大的晶格场可以使辐射能量达到很高 ,作沟道运动
的带电粒子将不断向外辐射能量，这种辐射称为沟

道辐射［’—8］,
晶体沟道分为（平）面沟道和（晶）轴沟道两种 ,

带电粒子在沟道中的运动行为决定于粒子+晶体相
互作用势 ,为了模拟带电粒子的运动行为，常常假设
带正电的不连续晶面（因为正离子只占据不连续的

格点位置），与带（正）电粒子的相互作用势是平面

的、连续的，这就是所谓平面连续势假设 ,在平面连
续近似下，正电子在面沟道中的运动行为就好像在

两个带（正）电的平行平面之间运动一样，其轨道总

是在中心平面附近振荡 , 常用的平面连续势有
7342/;02势和 D><3606势［%&，%%］,我们也曾引入正弦平
方势进行过描写［"］,研究表明，在经典力学框架内，
粒子的运动方程是一个摆方程 ,如果进一步考虑粒

子的运动阻尼和外场的周期调制，粒子+晶体相互作
用系统是一个具有混沌行为和全局分叉性质的典型

动力学系统 ,如果在量子力学框架内进行描述，则粒
子的波动方程就是熟知的 D;B/36=方程，系统出现了
能带结构 ,
注意到沟道粒子同晶体相互作用与自由电子同

摆动场之间的作用十分类似 ,于是，人们自然想到了
把它改造为 E激光或!激光［%&，%%］,事实上，作沟道
运动的带电粒子将受到上百万高斯的晶格场作用，

而晶格间距又只有 &C%4:的量级，同自由电子激光
相比，沟道辐射能量高得多（一般都位于 E能区或!
能区）,正是由于沟道辐射可望改造为 E 激光或!
激光，引起了人们密切注意 ,
本文 引 入 新 的 正 切 平 方 势，把 粒 子 的

-./01234560方程化为超几何方程，用超几何函数和
它的边界条件导出了系统的本征态和本征值，并同

实验进行了比较 ,结果表明，对于 "’D6F的正电子，
硅（%%&）面沟道辐射的能量为 (&C"G6F，同实验值
$)G6F比较，二者符合很好 ,

# C 正切平方势

常用的粒子+晶体相互作用势有 7342/;02 势和

D><3606势 ,无量纲的 7342/;02势具有如下形式：

!（"）H #$7（"）， （%）

其中
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!!（"）"［（# $ "）% $ #%# &%］#’%

$［（# & "）% $ #%# &%］#’%

& %（# $ #%# &%）#’%， （%）
而无量纲的 ()*+,-,势则可表示为

$（"）" %!(（"）， （.）
其中

!(（"）"
/0%
.#&

&.#［12（."#）& #］

$ #0#
/ 03#&

/03#［12（/ 03"#）& #］

$ /04
/ 0#5#&

/0#5#［12（/ 0#5"#）& #］，（6）

而

" " %’ ’(7，# " (7 ’)!，
% "!*# *% &% +(%

7， （5）
’是粒子偏离沟道中心平面的距离，(7 是晶面间

距，)8 是托马斯9费米屏蔽距离，*#，*% 是入射粒子

和晶体的原子序数，& 是电子电荷，+(%
7 是晶体原子

的面密度 0（%）和（6）式表明，粒子9晶体相互作用势
只与粒子离开中心平面的距离 ’ 有关 0
我们也曾引入正弦平方势进行描述［3—:］0结果

表明，在经典力学框架内粒子的运动方程是一个摆

方程；在量子力学框架内，粒子的波动方程是

(;<2+,=方程 0无量纲的正弦平方势可以表示为
$（"）" %"/ >+?%（!" ’%）， （3）

其中 %，" 由（5）式给出，"/ 是势参数 0
本文引入如下形式的正切平方势（图 #）：

$（’）" $/ <@%（!’ ’(7）， （4）
其中 $/ 是势参数，由实验确定或与 !+?A2;-A 势或
()*+,-,势拟合给出 0（4）式表明，当 ’ " /（坐标原点）
时，$（/）" /；当 ’ " B (7 ’% 时，$（ (7 ’%）" C 0可见
正切平方势是一个无限深势阱，这是与实验不符合

的 0其实，!+?A2;-A势和 ()*+,-,势也有这个问题 0为
了回避这个问题，!+?A2;-A势和 ()*+,-,势引入托马
斯9费米屏蔽距离 )8 0换句话说，人为规定粒子不能
到达晶面，而是只能到达离晶面 )8 的地方 0我们也
作类似处理 0注意到当 ’ " (7 & )8 时，相互作用势

切断在最大值 $D（如图 #所示）0于是，由（4）式可得
$/ " $D’1<@%（!)8 ’(7）， （E）

其中 $D 是势阱深度 0

. F G12-HA+?@,- 方程及系统的本征值和
本征函数

将（4）式代入 G12-HA+?@,-方程，可得

图 # 正切平方势与能级跃迁（示意图）（", " 6/05I,J）

&#
%

%$
A%%
A’% &（, & $/ <@%!’ ’(7）% " /， （:）

其中$是粒子质量，, 是粒子能量 0作如下代换：

% "（1)>!’ ’(7）
&%&-， （#/）

并令

& " #
6

E$$/ (%
7

#%!% $! # &( )# ，
’ " $(

%
7

%!%#%（, $ $/! ）， （##）

可得到关于 - 的方程
A% -
A’% $ 6 !(7

&<@!’(7

A-
A’ $ 6!%

(%
7
（’% &&%）- " /0

（#%）
引入新的独立变量

. " >+?%（!’ ’(7）0 （#.）
方程（#%）化为超几何方程

.（# & .）A
% -
A .% $ #

% &（# & %&）[ ]. A-
A .

$（’% &&%）- " /， （#6）
将这一方程与一般形式的超几何方程［#%］

.（# & .）A
% -
A .% $［( &（) $" $ #）.］A-A . $)"- " /

（#5）
比较，可求得参数

( " #
%，) " &’ &&，" "’ &&0 （#3）

方程（#6）的解可用超几何函数表示 0根据超几
何方程理论，可知方程（#6）有两个解 0其中一个解

-# " / &’ &&，’ &&，
#
%；( ). ， （#4）

在 . " /（对应于 ’ " /）处不等于零，但有限 0另一
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个解

!! " !"# #! #" $ %
!，! #" $ %

!，
&
!；( )" ，
（%’）

在 " " ( 处趋于零 )为了确定在 " " %（对应于 $ "
* %+ ,!）处解的行为，我们利用关系式

#（#，$，%；"）"（% # "）### #，" #$，%；
"

" #( )% ，
（%-）

于是，可求得 !% 和 !! 为

!% "（% # "）!$" (# #! #"，#! $"

$ %
!，

%
!；

"
" # )% ， （!(）

!! "!"（% # "）!$"#%,! (# #! #"

$ %
!，#! $" $ %，&!；

"
" # )% ) （!%）

要使波函数&在 $ " * %+ ,! 处趋于零，必须使
"

" # %
的幂级数是一个多项式 )为此，我们作如下讨论 )注

意到，若!$"或者!#" # %
! 是非负整数，则在 !%

表达式（!(）中的超几何级数就截断为多项式 )不过，
只有在第二种情形中，即只有当、而且仅当

! #" # %
! " & （& " (，%，!，⋯） （!!）

时，在 $ " * %+ ,!处，&" (这个条件才能满足 )由此
导出系统的能量本征值为

’& "［（!& $ %）! $ .（!& $ %）" # !"］!
!’!

!(%!
+
)

（!&）
对方程（!%）作类似讨论也可看出，能级必须满足下
列条件：

! #" " ( （ ( " %，!，&，⋯）， （!.）
将能级表达式（!&）和（!.）合并，可将它们统一表
示为

’) "（)! $ .)" # !"）!
!’!

!(%!
+
（) " %，!，&，⋯）)

（!/）
当 ) 为奇数时，相应的本征函数为

&) " *) 012!$
%( )

+

#!"

# # )
! # !"，

)
!，

%
!；234

!!$
%( )

+
)

（!5）
当 ) 为偶数时，相应的本征函数则为

&) " *) 012!$
%( )

+

#!"

234!$
%+
· (# # )

! # !"

$ %
!，

)
! $ %

!，
&
!；234

!!$
% )

+
) （!6）

令 ) " %，可得归一化的基态波函数

& " !)（!" $ %）

%+)( )%
! ) !" $( )! &

!

012!$
%( )

+

!"$%

，

（!’）

其中)( )%
! "!!)

考虑两种特殊情形：

%）""(的情形 )由（%%）式可以看出，当"趋于
零时，+( 也趋于零 )粒子行为化为无限深势阱中的
运动问题 )于是，由（!/）式可得

’) " !
!’!

!(%!
+
·)! ) （!-）

!）"#% 的情形 )由（%%）式可以看出，当"#%
时，+( 也很大 )粒子行为化为抛物线势阱中的运动
问题 )对于低位态（ )$"），由（!/）式，可求得低位
能级

’) "’* ) $( )%
! （) " %，!，⋯），（&(）

式中

* " !%+

!+(!( ) （&%）

事实上，只需将正切平方势在 $ " (附近展开，且保
留到二次项，就可以得到这个结果 )

. 7 结果和讨论

!"#" 相对论效应和 81++9:;效应

方程（!/）给出了静止（惯性）坐标系中的能量本
征值 )在实验室坐标中，还必须进一步考虑质量的相
对论效应和运动的 81++9:;效应 )
考虑到质量的相对论效应，（!/）式中的正电子

质量可以表示为

( "((%， （&!）

其中(( 是静止质量，%是相对论因子 )
考虑到 81++9:;效应，实验室坐标系的频率可以

表示为［’，-］

*)( "
)*(

% #!·!， （&&）

其中 ! 是辐射方向单位矢量 )*( 是惯性系中的辐射

频率，且
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!" !!""，

其中 !" 由（#$）式给出；注意到，辐射主要集中在粒
子运动方向，张角近似为#!$% &的范围内，则（’’）
式可进一步化为

""# !
"""

& %%()*#
" #"""$#， （’+）

其中#是辐射方向（! 矢量）与电子纵向运动方向之
间的夹角 ,注意到（#$）式是惯性系中的正电子跃迁
能量，在实验室坐标中，可由（’#）和（’+）式，将（#$）
式改写为

!"# !（"# - +"& % #&）!
#!#

#’" $#
.
$，

（" ! &，#，’，⋯）, （’$）

!"#" 辐射能量

注意到正电子在任意两条能级之间的跃迁就是

系统的辐射能量 ,差（微）分式（’$）可得

"!"# ! !
#!#

’" $#
.
（" - #&）$""，

" ! &，#，’，⋯ （’/）
其中"" 原则上可以取任意值 ,事实上，根据选择定
则，只有相邻能级（即"" ! &）之间的跃迁才是允许
的（或概率最大）,当"" ! &时，（’/）式化为

"!"# ! !
#!#

’" $#
.
（" - #&）$，

（" ! &，#，’，⋯）， （’0）
上式表明，随着 " 的增加，相邻能级之间的距离越来
越大，这正是无限深势阱所具有的能级特征 ,当 " ! &
时，（’0）式给出了第二条能级向基态能级的跃迁

"!# ! !
#!#

’" $#
.
（& - #&）$, （’1）

实验表明，能量为 $/234是正电子在 56（&&"）面沟道
中的自发辐射，其能量中心位于 ’0734，线宽 #"8左
右 ,我们考察正电子的 56（&&"）面沟道辐射 ,选择与
晶体有关的参数 $. ! "9&:#;<，%< ! #09"34，&= !
"9"&0;<；与入射粒子有关的参数 ! ! $/234（$"
&&#），’"""9$&234,根据（’1），（1）和（&&）式，可求得

"!# ! +"9$734，即实验室中正电子辐射能量（如图 &
所示）,高位态相邻能级之间跃迁对辐射谱的贡献仅
在高能一侧使谱线展宽 ,同实验比较可以发现二者
符合很好［&’］

!"$" 辐射谱分布

更详细分析应当进一步计算辐射谱分布［1］

> ’
>( ! !)#!(##)，""

+
)"*#)"+"

?
（& %%()*#）

# %（& %%
#）*6;##()*#*

（& %%()*#）
[ ]$ ，

（’:）
其中) ! &@&’0 是精细结构常数，%! , @ ( 是正电子
无量纲运动速度，")"是正电子从 ) 态到 " 态的跃

迁频率，*)"是从) 态到 " 态的跃迁矩阵元，+" 是正

电子占据第 " 个能态的占据概率 ,*是 ! 矢量在（*，
-）平面内的投影与 * 轴之间的夹角 ,要得到好的实
验结果，需要好的束流品质，束流冷却技术可以为实

验提供品质好的束流［&+—&/］,关于这个问题我们将在
另外的文章中讨论 ,
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