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对于一个 !电子体系，正确的交换 ’()*+,-.应该由两项组成，为

"/0 1 2 $#!!$ 3 %
!$· !% 2 $#$!$ 3 %

!$· !%，

而不是以往的铁磁学理论使用的 "/0 1 2 $#!$ 3 %
!$·!%（其中 #为 #! 与 #$ 的代数和，#! 4 "，#$ 3 "），以往的理论

使用了一个不合理的交换 ’()*+,-.*(.量 5

2 $#!!$ 3 %
!$· !% 与 2 $#$!$ 3 %

!$· !% 在数学上是同类项，但是在物理上不是同类项，它们有不同的本征态和本征

值 5根据量子力学中的态叠加原理，这个电子系统的本征态矢为

&〉1 !
#$
! 6 #" $

$

（#! !〉6 #$#$〉），

其中 7*8(9符号 !〉表示系统所有电子的自旋平行排列时的态（简称平行自旋态）矢量， $〉表示系统所有电子或最

近邻电子的自旋反平行排列时的态（简称反平行自旋态）矢量，"/0的本征值（即系统的交换能）为

’ 1 2 !(（#! 2 #$ ）2
$!( #$

$

#! 6 #$
1 2 !(（ #$ 2 #!）2

$!(#$
!

#! 6 #$
，

其中 ( 为最近邻电子数 5当 #$ 1 "时， &〉1 !〉，’ 1 2 #!，系统具有:/*;;铁磁性；当 #! 1 "时， &〉1 $〉，’ 1

2 #$ ，系统具有 <//+ 反铁磁性；当 #! 1 #$ （即 # 1 "）时， &〉1 !
"$
（ !〉6 $〉），’ 1 2 #!，系统处于自旋玻璃

（;=*. >+(;;）态；当 #! 4 #$ 时，

&〉1 !
#$
! 6 #" $

$

［（#! 2 #$ ） !〉6 #$ （ !〉6 $〉）］，

平行自旋态与自旋玻璃态共存；当 #! 3 #$ 时，

&〉1 !
#$
! 6 #" $

$

［（ #$ 2 #!） $〉6 #!（ !〉6 $〉）］，

反平行自旋态与自旋玻璃态共存 5与原来理论中的:/*;;铁磁态或 <//+反铁磁态相比，平行自旋态与自旋玻璃态共
存或反平行自旋态与自旋玻璃态共存使系统的交换能降低 5自旋玻璃态中电子自旋之间取向的随机性或无序性是

由交换 ’()*+,-.*(.中 2 $#!!$ 3 %
!$ ? !% 与 2 $#$!$ 3 %

!$· !% 之间的竞争引起的，不是热运动引起的 5

关键词：交换哈密顿量，铁磁态，反铁磁态，自旋玻璃态

)*++：&%!"，"@#%，&!&"A

!? 引 言

对于一个由 $ 个电子组成的电子系统，其
’/*;/.B/8>交换 ’()*+,-.*(.［!—@］为

"（’/*;/.B/8>）1 2 $)’ !!· !$，
其中

)’ 1〈*+ ,$
-!$

+*〉2 $（.*+ 6!*+）〈+ / *〉，

（!）
其中

〈*+ ,$
-!$

+*〉

$%"&*（ -!）"&+（ -$）
,$
-( )
!$
"+（ -!）"*（ -$）C@ -! C@ -$，
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!"# !〈!"（ $）!#（ $）〉!!!""（ $）!#（ $）"# $，

""# ! 〈" % #〉
!&（" # #），

〈# % "〉$!!"#（ $）%（ $）!"（ $）"# $，

% ! ’($
$%#
，

!"（ $）和!#（ $）是原子轨道波函数 &
由 ) 个电子组成的电子系统，其 ’()*(+,(-./

0)-12交换 ’13)456+)1+［$］为

*’70 ! 7%
+&,

-+, 7
$ %+,( ). !+· !,， （$）

其中

-+, !〈!+（ $%）!,（ $$）
($
$%$ !,（ $%）!+（ $$）〉，

%+, !〈!+
/$

$, 8 %（ $）!,〉，

. ! .0+
,1 !〈!0（ $%）!+（ $$）

($
$%$ !,（ $%）!1（ $$）〉&

这两个公式的括号中第 %项是正的，导致两个
电子的自旋平行排列；第 $项是负的，导致两个电子
的自旋反平行排列 &根据到目前为止的铁磁学理
论［%—#］，电子自旋或原子磁矩的自发有序决定于正

项与负项的代数和 &这代数和为正，物质是铁磁性
的，这代数和为负，物质是反铁磁性的 &这意味着，
这个理论的实质是只考虑了交换 ’13)456+)1+量中绝
对值大的那一项的作用（只是数值减小一些），没有

考虑绝对值小的那一项的作用 &而实际上，这两项的
物理作用不同，其本征态是不同的 &因此，只考虑交
换 ’13)456+)1+中两项的代数和是不合适的，这两项
在数学上是同类项，但是在物理上不是同类项，是不

可以合并的 &文献［9］提出了一个唯象模型，从统计
物理学的角度考虑了交换积分中绝对值小的那一项

的物理作用，得到的结果能够解释以往的铁磁学理

论所不能解释的实验结果 & 本文既考虑交换
’13)456+)1+量中绝对值大的项的作用，也考虑绝对
值小的项的作用，根据量子力学中的态叠加原理［:］，

对以往的铁磁学理论加以修正 &

$ ; 电子系统的交换 ’13)456+)1+ 和量
子态

本文使用交换 ’13)456+)1+

*(< ! 7 $2%%
3 = 0

!3· !0 7 $2$%
3 = 0

!3· !0

研究电子系统的量子态和能量（2% 和 2$ 分别表示

（%）式或（$）式括号中的正项和负项），它由具有不同
的本征态和本征值的两个交换 ’13)456+)1+组成 &在
先前的铁磁学理论中使用的交换 ’13)456+为

*(< ! 7 $2%
3 = 0

!3· !0， （#）

其中 2 ! 2% 8 2$ & 而交换 ’13)456+

*(< ! 7 $2%%
3 = 0

!3· !0 7 $2$%
3 = 0

!3· !0 （9）

与其有完全不同的物理意义 &当 2 > ?时，（#）式只
是等价于（9）式中的第 %项；当 2 = ?时，（#）式只是
等价于（9）式中的第 $项 &因此，只有

7 $2%%
3 = 0

!3· !0 7 $2$%
3 = 0

!3· !0

才是电子系统的正确的交换 ’13)456+ &
以 0)-12符号［:］ %〉表示所有电子自旋平行时系

统的态（简称平行自旋态）矢量，以 $〉表示所有电
子或最近邻电子自旋反平行时系统的态（简称反平

行自旋态）矢量 &对于由 $个电子组成的系统［@］，

%〉! %
’$

(〉" (〉# A )〉" )〉[ ]# ，

$〉! %
’$

(〉" )〉# A )〉" )〉[ ]# ，

组成力学量的完全集 &
在交换 ’13)456+ *(< ! *(<% 8 *(<$中，

*(<% ! 7 $2%%
3 = 0

!3· !0，*(<$ ! 7 $2$%
3 = 0

!3· !0 &

因为 2% > ?，2$ = ?，所以有 *(<% %〉! 7 )42% %〉

和 *(<$ $〉! 7 )4 2$ $〉& 即哈密顿量 *(<%的本征

态为 %〉，本征值为 7 2%，哈密顿量 *(<$的本征态为

$〉，本征值为 7 2$ &态矢 %〉和 $〉是一组正交态

矢量，组成力学量的完全集 &当 2% 和 2$ 都不等于

零时，系统中任何一对电子自旋既有平行排列的概

率，又有反平行排列的概率 &可见，在交换 ’13)456+
为

*(< ! 7 $2%%
3 = 0

!3· !0 7 $2$%
3 = 0

!3· !0

的电子系统中，任何一对电子自旋可能平行排列，也

可能反平行排列，并且只有这两种可能（与具有任意

偏振方向的偏振光束中的光子通过检振片后的行为

类似）&因此，交换哈密顿 *(<的本征态既不是态

%〉，也不是态 $〉，而是它们的线性叠加 &将这时系
统的态矢记作 5〉，则 5〉! " %〉8 # $〉，其中 " B #
! 2% B 2$ &将其归一化后得

5〉! %
2$

% 8 2’ $
$

（2% %〉8 2$*$〉）& （:）
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于是，自旋系统的本征方程为

!!"
#

"$
# % "! $

$

（"# #〉% "$"$〉）

& # #
"$

# % "! $
$

（"# #〉% "$"$〉）， （’）

其中 # 为哈密顿算符 !!"的本征值，是系统的交换

能 (解此本征方程（见附录）可得

# & ) $%"# % $% "$
"# ) "$

"# % "$

& ) $% "$ % $%"#
"$ ) "#

"# % "$
( （*）

也可以将（+）式改写为

&〉& #
"$

# % "! $
$

［（"# ) "$ ）#〉

% "$（ #〉% $〉）］ （,）
或

&〉& #
"$

# % "! $
$

［（ "$ ) "#）$〉

% "#（ #〉% $〉）］( （-）

./ 结果和讨论

以上的结果表明，当 "$ & 0时， &〉& #〉，# &
) "#，系统具有 1!233 铁磁性（456! 78），与原来的
理论中 " 9 0 时的结果对应；当 "# & 0 时， &〉&
$〉，# & ) "$ ，系统具有 :!!; 反铁磁性（456!

<78），与原来的理论中 " = 0时的结果对应；当 "#

& "$ 时，" & 0， &〉& #
!$
（ #〉% $〉），# & ) "#，

与原来的理论中 " & 0 时的结果有本质上的不同 (
在原来的理论中，当 " & 0时系统没有自发磁化 ( "#

& "$ 意味着，系统中任一对电子自旋彼此平行排

列的概率与彼此反平行排列的概率相等，也即系统

中任一对电子自旋之间的相对取向完全是随机的、

无序的，系统具有理想自旋玻璃磁性（>?）(当 "##
"$ 时，系统中电子自旋平行排列和反平行排列的

概率不相等 (（,）和（-）式表明，在此情况下平行自旋
态（"# 9 "$ ）或反平行自旋态（"# = "$ ）与自旋

玻璃态 >?共存 (
（*）式表明，与现有理论给出的铁磁态或反铁磁
态单独存在相比，平行自旋态或反平行自旋态与自

旋玻璃态共存时体系的能量降低 (可见，使用新交换
哈密顿量得到的量子态在能量上更为有利 (同时，在

自旋玻璃态中电子自旋之间取向的随机性或无序性

是新交换哈密顿量中两项之间的竞争引起的，不是

热运动引起的 (

@ / 结 论

一个电子系统正确的交换哈密顿量由两项组

成，为

!!" & ) "#$
’ = (

!’· !( % "$ $
’ = (

!’· !(，

其本征态矢量为

&〉& #
"$

# % "! $
$

（"# #〉% "$"$〉），

本征值（即系统的交换能）为

# & )（"# ) "$ ）)
$ "$

"# % "$

& )（ "$ ) "#）)
$"#

"# % "$
(

当 "$ & 0 时， &〉& #〉，系统具有 1!233 铁磁性
（456! 78）；当 "# & 0 时， &〉& $〉，系统具有 :!!;
反铁磁性（456! <78）；当 "# & "$ 时， &〉&
#
!$
（ #〉% $〉），系统表现理想自旋玻璃态（ AB!C;

>?）；当 "## "$ 时，平行自旋态或反平行自旋态

与自旋玻璃态（>?）共存；与铁磁态或反铁磁态单独
存在相比，平行自旋态或反平行自旋态与自旋玻璃

态共存使能量降低 (导致自旋玻璃态中电子自旋平
行排列或反平行排列的随机性的是交换哈密顿量中

两项之间的竞争 (

附 录

电子自旋系统的交换哈密顿量为

!!" & ) "#$’ = (
!’· !( % D "$ D$’ = (

!’· !( & !!"# % !!"$，

本征态矢为

D &〉& #
"$
# % "! $

$

（"# D #〉% D "$"$〉）(

因此，本征方程为

)

!!" D &〉& # D &〉，即

!!"#
#

"$
# % "! $

$

（"# D #〉% D "$"$〉）

% !!"$
#

"$
# % "! $

$

（"# D #〉% D "$"$〉）

& # #
"$
# % "! $

$

（"# D #〉% D "$"$〉），

或写成
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!!"#（"# $ #〉% $ "&!&〉）% !!"&（"# $ #〉% $ "&!&〉）

’ #（"# $ #〉% $ "&!&〉），

方程的左边为

!!"#（"# $ #〉% $ "&!&〉）% !!"&（"# $ #〉% $ "&!&〉）

’ "# !!"# $ #〉% $ "& $ !!"# $ &〉% "# !!"& $ #〉

% $ "& $ !!"& $ &〉

’ ( "&
# $ #〉% $ "&

&!&〉% $ "& $ !!"# $ &〉% "# !!"& $ #〉)（*#）

因为 "# + ,，算符 !!"#对态矢 $ #〉的作用是观测所有电子的自旋平行

排列时系统的交换能，对态矢 $ &〉的作用是使其向态矢 $ #〉的方向转

动一个角度!
［-］；同理，因为 "& . ,，算符 !!"&对态矢 $ &〉的作用是观

测所有电子的自旋反平行排列时系统的能量，对态矢 $ #〉的作用是使

其向态矢 $ &〉的方向转动一个角度")为简单计，在平面直角坐标系

中，取 $轴的方向为态矢 $ #〉的方向，% 轴的方向为态矢 $ &〉的方向，

将算符 !!"#和 !!"&分别对态矢 $ &〉和 $ #〉作用后得到的新态矢表示为

态矢 $ #〉和 $ &〉的线性迭加，则有

!!"# $ &〉’ ( "#（/01! $ #〉% 23/! $ &〉）， （*&）

!!"& $ #〉’ $ "# $（/01" $ &〉% 23/" $ #〉）， （*4）

算符 !!"#使态矢 $ &〉向 $ #〉的方向转动!角，产生的新态矢在 $ #〉方向

分量系数的绝对值为 "# /01!，!!"&使态矢 $ #〉向 $ &〉的方向转动"

角，产生的新态矢在 $ &〉方向的分量系数绝对值为 $ "& $ /01"，它们的

比值只与 "# 和 $ "& $有关，等于 "# 5 $ "& $ )这意味着角!与角"相等 )

将（*&），（*4）式代入（*#）式并注意到!’"，可得

!!"#（"# $ #〉% $ "&!&〉）% !!"&（"# $ #〉% $ "&!&〉）

’（( "# ( $ "& $ /01" % $ "& $ 23/"）"# $ #〉

%（( $ "& $ ( "# 23/" % "# /01"）$ "& $ $ &〉) （*6）

因为 $ $〉是算符 !!"的本征态矢，式（*6）中等号右侧括号内的两项

相等，由此可得

23/" ( /01" ’
"# ( $ "& $
"# % $ "& $ ’ & （*-）

和

# ’ ( ’("# % ’( $ "& $
"# ( $ "& $
"# % $ "& $ ’ ( ’( $ "& $

% ’("#
$ "& $ ( "#
"# % $ "& $ ) （*7）

由（*-）式可解出

23/" ’ &
& 8 #

& & ( &" &

和

/01" ’ 8 #
& & ( &" & ( &

& )

［#］ 9!0/!1:!;< = > #?&@ )*+,& !" 7#?
［&］ A;0BCD1EF0 G H F1I JF;!1I;F A #?@, -./0123/,4. ,. 526.0/,32778

4190109 +47,9+（K31I31，L"M3;I N10O!;/0BC P;!//）

［4］ Q3;;0/R * 9 &,,# :*0 )*8+,327 )1,.3,;70+ 4< =26.0/,+5（J!S T3;U，

VWWW G;!//，P &X-
［6］ =F1< T >，>RF1< > Y &,,& >47,9 >/2/0 ?455@.,32/,4.+ #$! &#-

［-］ Y0;F2 G * Q #?-@ )1,.3,;70 4< A@2./@5 =03*2.,3+（K31I31，L"M3;I

N10O!;/0BC G;!//）

［7］ >!1< Z T &,,, A@2./@5（ 01 [R01!/!）（\!0E01<：H20!12! G;!//）

]3^D_!! P4X（01 [R01!/!）［曾谨言 &,,, 量子力学（北京：科学

出版社）第!卷，第 4X页］
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!"#$%&’&’"( ") &*" &%+#, ’( %-./0(1% 20#’3&"(’0(
)"+ #01(%&’. ,45,&0(.%,

!"#$ %&#$’()&#$
（ !"#$%$&$’ () *’$+, -’#’+./0，10’ 20%"’#’ 3/+4’56 () 7/%’"/’#，70’"6+"8 **++*,，20%"+）

（-./.01.2 34 5"#6"78 3++9）

:;<=7"/=
>). 6#?6<=0@0";A. &7 B0<="C. 0# =). D7.10&6< B"$#.=0<B =).&70.< )"< ;..# D&0#=.2 &6= 0# =)0< D"D.7 E F&7 " 9’.A./=7&# <8<=.B

G0=) H.0<.#;.7$ .I/)"#$. 0#=.$7"A 3* J 33（3* K +，33 L +），=). /&77./= .I/)"#$. H"B0A=&#0"# <)&6A2 ;.

:.I M N 33*!
% L ;

!%· !; N 333!
% L ;

!%· !;，

#&=

:.I M N 33!
% L ;

!%· !;

"< 0# =). D7.10&6< B"$#.=0<B =).&70.<，G).7. 3 M 3* J 33 E >). 7&A. &@ =). B0#&7 =.7B 0# =). .I/)"#$. H"B0A=&# G"<

/&#<02.7.2E O"<.2 &# =). D70#/0DA. &@ <6D.7D&<0=0&# &@ <="=.，=). .0$.#<="=. &@ =). <8<=.B G0=) H.0<.#;.7$ .I/)"#$. 0#=.$7"A

3 M 3* J 33（3* K +，33 L +） <〉M *
33
* J 3" 3

3

（3* *〉J 33#3〉），

"#2 =). .#.7$8（7.A"=01. =& .I/)"#$. 0#=.7"/=0&#）.0$.#1"A6.

= M N 9>（3* N 33 ）N
39> 33

3

3* J 33
M N 9>（ 33 N 3*）N

39>33
*

3* J 33
，

G.7. "=="0#.2，G).7. > 0< =). #6B;.7 &@ =). #."7.<= #.0$);&67< .A./=7&#<， *〉B."#< =). <="=. &@ =). <8<=.B G).# =). <D0#< &@ "AA
.A./=7&#< 0# =). <8<=.B "77"#$. D"7"AA.AA8（ =). D"7"AA.A <D0#< <="=.，@&7 <0BDA8）， 3〉B."#< =). <="=. G).# =). <D0#< &@ "AA
.A./=7&#< &7 =). #."7.<= #.0$);&7 .A./=7&#< 0# =). <8<=.B "77"#$. "#=0D"7"AA.AA8（=). "#=0D"7"AA.A <D0#< <="=.，@&7 <0BDA8）E !).#

3* M 33 $ + ， <〉M *
"3
（ *〉J 3〉），

"#2 = M N 9>3*，=). <8<=.B 0< 0# =). <D0# $A"<<（PQ）<="=.，=). D7&;";0A0=0.< &@ D"7"AA.A "#2 "#=0D"7"AA.A "77"#$. @&7 .1.78 D"07 &@

<D0#< &@ .A./=7&# &@ #."7.<= #.0$);&67< 0# =). <8<=.B "7. .R6"A E !).# 3* $ 33 ，=). D7&;";0A0=0.< "7. #&= .R6"A，"#2 =).7.

/&.I0<= =). D"7"AA.A <D0#< <="=. "#2 PQ &7 =). "#=0D"7"AA.A <D0#< <="=. "#2 PQ，

<〉M *
33
* J 3" 3

3

［（3* N 33 ）*〉J 33（ *〉J 3〉）］，&7

<〉M *
33
* J 3" 3

3

［（ 33 N 3*）3〉J 3*（ *〉J 3〉）］E

!).# =). D"7"AA.A <D0#< <="=. "#2 PQ &7 =). "#=0D"7"AA.A <D0#< <="=. "#2 PQ /&.I0<=，=). .#.7$8 &@ =). <8<=.B 0< A&G.7 =)"# =)"=
G).# &#A8 FS &7 :FS .I0<=< "< 0# D7.10&6< =).&78 E !.0<< @.77&B"$#.=0/ <="=. &7 T..A "#=0 @.77&B"$#.=0/ <="=. 0< ?6<= " <D./0"A
<="=. G).# 3* M + &7 33 M + E

!"#$%&’(：.I/)"#$. H"B0A=&# ，@.77&B"$#.=0/ <="=.，"#=0@.77&B"$#.=0/ <="=.，<D0# $A"<<
)*++：49*+，+U,9，4*4+Q

V9UW 物 理 学 报 9W卷


