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对最近提出的一个临界系统，设计了一个非线性控制器，使得系统的第一个状态信号以指数收敛速度追踪任

意给定的参考信号；利用 )*+,-.控制实现了这个临界系统与 /01.23系统以及 45.2系统的异结构同步 6大量数值实
验验证了理论结果 6
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( C 引 言

由于混沌系统对初值的敏感性和长时间的不可

预测性，控制混沌就成为了混沌应用的关键环节 6
(7D7年 E?F=.1 发表了控制混沌的第一篇文章［(］，
(77$年 G++，H1.F0I,，和 J01K.提出了 GHJ方法［&］6同
年，L.*01<和 4<110==提出了混沌同步的思想［#］6 ($多
年来，混沌控制和同步的研究得到了蓬勃的发展，已

成为一个全新的科学前沿方向 6人们提出了多种混
沌控制与同步的方法，如反馈方法，自适应方法，采

样反馈方法，延迟反馈方法，8<*KM+.NN,2I 方法
等［"—((］6

(777年陈关荣在混沌系统反控制中发现了一
个与著名的 /01.23系统相似但不拓扑等价的新混沌
吸引子［(&］:45.2系统 6 &$$&年，吕金虎与陈关荣进一
步发现了 /O系统［(#］6不久，他们又提出一个统一系
统［("］6根据 4P=,K0-.MKQ 和 45.2 的定义［(’］，/01.23 系
统，45.2系统，/O系统属于三种不同类型，分别对应
于 !(& !&( R $，!(& !&( S $，!(& !&( T $，而统一系统连接

了 /01.23 吸引子与 45.2 吸引子 6当! T $ 时即为
/01.23系统，当! T ( 时即为 45.2 系统，而! T $CD
为临界系统（/O 系统）6 人们称上述这些系统为

/01.23系统族，对它们的研究工作刚刚开始 6同时，
他们又提出广义 /01.23规范式（H/4U）［(V，(%］，以上系
统都是它的特例 6 H/4U只有一个参数，/01.23 系统
满足 $ S"S W X，/O系统满足"T $，45.2系统满足
Y ( S!S $6在 &$$"年，/,?等又提出了一种新的混
沌系统［(D］，这个新的系统可以描述为：

"
·
Z T !（#Z Y "Z），

#
·
Z T $"Z Y %"Z &Z，

&
·
Z T Y ’&Z W ("Z &， （(）

其中 !，$，’，%，( 是参数 6当 ! T ($，$ T "$，% T (，’
T &C’，( T "时，系统处于混沌状态，如图 (所示 6系
统（(）有一个鞍点 )$（$，$，$）和两个非稳定焦点 6针
对这个系统，经过线性坐标变换

" T "Z "(%，

# T #Z "(%，
& T %&Z

{
，

（&）

方程（(）可以转化为
"·T !（# Y "），

#·T $" Y "&，

&·T Y ’& W "&
{

6

（#）

也就是说，设方程（(）中的 % T ( T (，就可以化为方
程（#），所以方程（(）和（#）是等价的 6此系统为广义
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!"#$%& 规范式 ’!() 中! * + , 情形，它又为 ’!()
提供了一个新的成员 -我们称它为一个临界系统，对
它的研究刚刚开始 -本文通过设计一个非线性反馈
控制器，使得系统的第一个状态信号以指数收敛速

度追踪任意给定的参考信号 -同时利用 ./012$控制
实现了这个临界系统与 !"#$%&系统以及 (3$%系统
的异结构同步，目前异结构同步的研究很少 -大量数
值实验验证了理论结果 -

图 , 系统的相图和 !（ "）4 " 图

56 追踪给定信号

现给定一参考信号 #（ "），要设计一个控制器 $
使得受控系统

!·* %（& + !），

&·* ’! + !( 7 $，

(·* + )( 7 !
{

5

（8）

的输出信号 !（ "）追踪给定的参考信号 #（ "），即满足
91:
"!;

< *（ "）< * =

式中 *（ "）* !（ "）+ #（ "）称为误差信号 -取控制器

$ *（% + 5）& + % + 5 7 ’ 7 5( )% ! 7 !(

7 ,
%（5 # 7 5 #·7 #>）- （?）

设

+（ "）*（! + #）5 7［（% + ,）! + %& 7 # 7 #·］5，
则

@+（ "）
@ " * 5（! + #）（!·+ #·）7 5［（% + ,）!

+ %& 7 # 7 #·］［（% + ,）!·+ %&·7 #·7 #>］

* 5（! + #）（%（& + !）+ #·）7 5［（% + ,）!

+ %& 7 # 7 #·］［%（% + ,）（& + !）

+ %（’! + !( 7 $）7 #·7 #>］

* + 5（! + #）5 + 5［（% + ,）! + %& 7 # 7 #·］5

* + 5+（ "）-
故 +（ "）* +（=）$+ 5 "，因而

< *（ "）< 5" +（ "）* +（=）$+ 5 "，即误差信号 *（ "）
以指数速度收敛到 = -
数值仿真

图 5 （A）受控系统的状态信号 !（ "）；（B）误差信号 *（ "）

设正弦信号 #（ "）* C1%（ "）为参考信号，系统（D）
的参数取 % * ,=，’ * 8=，) * 56? 时是混沌态 -此时

,E?8,=期 宁 娣等：一个临界系统与 !"#$%&系统和 (3$%系统的异结构同步



取控制器 ! ! "" # $" %( )&
’ # % #$ % () &（*+, % %

-./* %），受控系统（$）的初值为 #（(）! -0-，"（(）!
-0$，$（(）! 1"，那么可实现受控系统对正弦信号的
追踪 )由图 -（2）和图 -（3），可看出 #（ %）追踪 &（ %）的
速度非常快 )

1 0 与 4/56,7系统的异结构同步

通过 8.9+:6控制实现与 4/56,7系统的异结构同
步 )设 4/56,7系统与临界系统分别为驱动系统和响
应系统：

驱动系统

#·& !!（"& # #&），

"·& !"#& # #& $& # "&，

$·& ! #& "& ##$&
{

，

（;）

响应系统

#·- !!（"- # #-）% ’&（ %），

"·- ! (#- # #- $- % ’-（ %），

$·- ! # )$- % #-
- % ’1（ %）

{
)

（<）

在（<）中引进了三个控制函数 ’&（ %），’-（ %）和

’1（ %）)为了确定控制函数 ’&（ %），’-（ %）和 ’1（ %），由
（<）式减（;）式得到误差系统 )记状态误差信号：

*& ! #- # #&，*- ! "- # "&，

*1 ! $- # $&， （"）
得到

*·& ! +*- # +*& %（+ #!）（"& # #&）% ’&（ %），

*·- ! (*& %（( #"）#& # *& *1
# *& $& # #& *1 % "& % ’-（ %），

*·1 ! # )*1 %（# # )）$& % *-&
% -#& *& % #-

& # #& "& % ’1（ %














），

（=）
则控制函数定义如下：

’&（ %）! ,&（ %）#（+ #!）（"& # #&），

’-（ %）! ,-（ %）#（( #"）#& % *& *1
% *& $& % #& *1 # "&，

’1（ %）! ,1（ %）#（# # )）$& # *-& # -#& *&
# #-

& % #& "&













)
（&(）

因此，得到误差系统：

*·& ! +*- # +*& % ,&（ %），

*·- ! (*& % ,-（ %）

*·1 ! # )*1 % ,1（ %
{

），

（&&）

其中 ,&（ %），,-（ %）和 ,1（ %）是误差信号 *&，*- 和 *1
的函数 )
不妨取控制函数

,&（ %）

,-（ %）

,1（ %









）
! -

*&
*-
*









1

，

其中

- !
+ # & # + (
# ( # & (
( ( ) #









&
)

从而受控误差系统（&&）的特征值为 # &，# &，# &，使
得当 %!>时，状态误差 *&，*-，*1 均收敛于 ( )因
此，实现了临界系统与 4/56,7系统的异结构同步 )

图 1 （2）信号 #& 与 #-；（3）"& 与 "- 信号；（.）信号 $& 与 $-

-=’$ 物 理 学 报 ’$卷



数值仿真

当参数分别取!! "#，"! $%&，# ! ’$和 ! ! "#，

" ! (#，# ! ’)*时，使得这两个系统均呈混沌态 +初
值分别为：$"（#）! #)’，%"（#）! #),，&"（#）! "，$’（#）

! ’)’，%’（#）! ’)(，&’（#）! &$+

图 &（-）—&（.）给出了 /01234系统与临界系统同
步的显示结果 +图 (给出了驱动系统与响应系统的
状态误差信号的显示结果 +

图 ( 误差信号 ’"，’’，’&

( ) 与 5623系统的异结构同步

假定用 5623系统驱动临界系统，驱动系统与响
应系统分别为：

驱动系统

$·" !$（%" 7 $"），

%·" !（% 7$）$" 7 $" &" 8%%"，

&·" ! $" %" 7&&"










，

（"’）

响应系统

$·’ ! !（%’ 7 $’）8 ("（ )），

%·’ ! "$’ 7 *$’ &’ 8 (’（ )），

&·’ ! 7 #&’ 8 +$’
’ 8 (&（ )）










+

（"&）

这里，("（ )），(’（ )）和 (&（ )）是待定的控制函数 +

定义误差信号

’" ! $’ 7 $"，’’ ! %’ 7 %"，

’& ! &’ 7 &" +

同样地，由（"&）式—（"’）式得：

’·" ! !’’ 7 !’" 8（! 7$）（%" 7 $"）

8 ("（ )），

’·’ ! "’" 8 "$" 7（% 7$）7 *’" ’& 7 *’" &"
7 *$" ’& 8（" 7 *）$" &" 7%%" 8 (’（ )），

’·& ! 7 #’& 8（& 7 #）&" 8 +’’" 8 ’+$" ’" 8 +$’
"

7 $" %" 8 (&（ )















），

（"(）
控制函数表示如下：

("（ )）! ,"（ )）7（! 7$）（%" 7 $"），

(’（ )）! ,’（ )）7 "$" 8（% 7$）$" 8 *’" ’&
8 *’" &" 8 *$" ’& 7（" 7 *）$" &" 8%%"，

(&（ )）! ,&（ )）7（& 7 #）&" 7 +’’" 7 ’+$" ’"
7 +$’

" 8 $" %"













+
（"*）

因此，误差系统为：

’·" ! !’’ 7 !’" 8 ,"（ )），

’·’ ! "’" 8 ,’（ )），

’·& ! 7 #’& 8 ,&（ )）
{

+

（",）

控制输入函数 ,"（ )），,’（ )）和 ,&（ )）是 ’"，’’ 和 ’&
的函数，取

,"（ )）

,’（ )）

,&（ )









）
! -

’"
’’
’









&

，

其中

- !
! 7 " 7 ! #
7 " 7 " #
# # # 7









"

使受控误差系统（",）的特征值为 7 "，7 "，7 "，当
)!9时，状态误差 ’"，’’，’& 均收敛于 # +因此，实现
了 5623系统与临界系统的异结构同步 +
数值仿真

选取 5623系统的参数为$! &*，&! &，% ! ’$，
临界系统的参数为 ! ! "#，" ! (#，# ! ’)*，使得驱动
系统和响应系统均呈现混沌态 +初值分别取 $"（#）

! 7 "#，%"（#）! 7 ":，&"（#）! "*，和 $’（#）! ’)’，

%’（#）! ’)(，&’（#）! &$+
图 *（-）—*（.）给出了 5623系统与临界系统同

步的显示结果 +图 ,给出了驱动系统与响应系统的
状态误差信号的显示结果 +
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图 ! （"）信号 !# 与 !$；（%）信号 "# 与 "$；（&）信号 ## 与 #$

图 ’ 误差信号 $#，$$，$(

! ) 结 论

本文针对最近提出的一个临界系统，设计了一

个非线性控制器，使得系统的第一个状态信号以指

数收敛速度追踪任意给定的参考信号 *其次，利用
+&,-./控制实现了这个临界系统与 012/34系统以及
56/3系统的异结构同步 *大量数值实验验证了理论
结果 *

［#］ 78%9/2 + : #;<; %$&’ * ()"* * +,-. !" (=(
［$］ >,, ?，@2/%1A- 5 "3B C12D/ E + #;;F ()"* * /$’ * 0$-- * !# ##;’
［(］ G/&12" 0 H "3B 5"22199 I 0 #;;F ()"* * /$’ * 0$-- * !# <$#
［=］ 56/3 @ J "3B K13A L M #;;< 1234 5).3* -3 627$2：8$-)373&39:$*，

($2*;$,-:’$* .<7 +;;&:,.-:3<*（N-3A"O12/：:129B N&-/3,-P-&）

［!］ 78 @，L-"1 E 7 "3B Q6/3A Q @ $FFF 5).3* 53<-23&（N6"3A6"-：

N6"3A6"- N&-/3,-P-& "3B I/&63191A-&"9 ?B8&",-13 G8%9-R6-3A 718R/）

OS<（-3 56-3/R/）［胡 岗、萧井华、郑志刚 $FFF 混沌控制（上

海：上海科技教育出版社）OS<］

［’］ :"3A @ J，C8 L 0 "3B 56/3 N @ $FF# 5).3* 53<-23&，

="<,)23<:#.-:3< .<7 :-* +;;&:,.-:3<（ T/-U-3A：M",-13"9 K/P/3&/

V3B8R,2W G2/RR）O$<#（ -3 56-3/R/）［王光瑞、于熙龄、陈式刚

$FF# 混沌的控制、同步与利用（北京：国防工业出版社）O$<#］

［S］ I"1 5 7，08 E + "3B 0X E 7 $FF$ +,-. ()"* * =:< * $% #=;S（-3

56-3/R/）［陶朝海、陆君安、吕金虎 $FF$ 物理学报 $% #=;S］
［<］ I"1 5 7 "3B 08 E + $FF( +,-. ()"* * =:< * $" F$<#（-3 56-3/R/）

［陶朝海、陆君安 $FF( 物理学报 $" F$<#］
［;］ :8 L Y "3B 08 E + $FF( 5).3*，=3&:-3<* .<7 12.,-.&* %& S$#
［#F］ 08 E +，:8 L Y "3B 0X E 7 $FF$ ()"* * 0$-- * + ’($ (’!
［##］ 08 E +，:8 L Y，7"3 L G "3B 0X E 7 $FF= ()"* * 0$-- * + ’")

($S
［#$］ 56/3 @ "3B Z/," I #;;; ><- * ? * @:AB2$ * 5).3* ) #=’!
［#(］ 0X E "3B 56/3 @ $FF$ ><- * ? * @:AB2$ * 5).3* %" ’!;

［#=］ 0X E，56/3 @，

(

56/3A K "3B 5/9-D1.RD[W N $FF$ ><- * ? * @:AB2$ *

5).3* %" $;#S

［#!］

(

5/9-D1.RD[W N "3B 56/3 @ $FF$ ><- * ? * @:AB2$ * 5).3* %" #S<;
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［!"］ #$%& ’ ( )&* +, - . /001 !"#$%&’( )* +,- .)/-#0 1"(+-%( 2$%&3"：

4#$3"(&(，5)#+/)3 $#6 1"#’,/)#&0$+&)#（2%343&5：673%&7% 89%::）;!<0
（3& #$3&%:%）［陈关荣、吕金虎 /001 +=&9%&>系统族的动力学分

析、控制与同步（北京：科学出版社）;!<0］

［!?］ #$%& ’ /00@ 7/)’--6&#8( )* +,- 5,&#-(- 9$+&)#$3 5)#*-/-#’- )#

9)#3&#-$/ !"#$%&’(，9)#3&#-$/ :&;/$+&)#(，$#6 <)+&)# 1+$;&3&+&-( /A
［!A］ +3B # C，+3B D，+3B + )&* +3B E /00@ 5,$)(，1)3&+)#( $#6 2/$’+$3(

!! !01!

!"#$%&’#()*+(’# ’, * $&(+($*- $%*’+($ .".+/0 1(+%
2’&/#) .".+/0 *#3 4%/# .".+/0!

F3&5 G3 +B -B&HI&J

（1’,))3 )* <$+,-%$+&’( $#6 1+$+&(+&’(，=>,$# ?#&@-/(&+"，=>,$# @100?/，5,&#$）
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