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! G 引 言

寻找非线性物理模型的精确解长期以来一直是

数学家和物理学家研究的重要课题 -众所周知，每一
个非线性偏微分方程存在无穷多解，为了寻找其精

确解，在实践中人们建立起了许多行之有效的求解

方法，如齐次平衡法、H*10:IJ 变换、标准的 K*2+97LM
截断法、相似约化法、分离变量法、.21:)* 变换、)*+,
函数法等［!—A］-但这些方法大多用于连续非线性系
统的求解，而较少地用于求解离散非线性系统问

题［!#—##］-而由于很多物理、化学、生物、经济问题的
数学模型本身是离散的，再加上对微分方程进行数

值计算时首先要将它离散化 -因此离散方程的求解，
特别是非线性离散系统的精确解的获得就有十分重

要的理论应用价值 - )*+,函数方法是一种十分有效
的寻找方程孤波解的方法，被广泛应用于非线性连

续问题的求解，它的主要思想是将非线性演化方程

转化为一个非线性代数方程组，然后利用吴消元法

求解此方程组，从而获得非线性演化方程的精确解 -
最近 N*93;2+等提出用该方法求非线性离散系统得
到了类冲击波解［>］-本文改进 )*+, 函数方法，将求
和范围 ! 从原来的 %到 " 延拓至 O " 至 "，从而可
得到更多的孤波解，此外由 )*+,函数和 )*+ 函数的
性质可知，若将 )*+,函数换成 )*+函数，也可得到系
统的周期波解 -为了说明以上观点，本文用以上方法

求解典型的非线性离散的 ./012345*))267 系统和
809:;2)<45*32=45*))267系统［!%，!!］-

# G 改进的 )*+,方法

为方便对改进的 )*+,法的论述，以（# P !）维非
线性差分微分方程为例 -设非线性差分微分方程
（HHB）为
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式中 #（$）是连续变量 &，’ 和离散变量 $ 的函数，%(

是离散变量 $ 的分量 -
首先对方程（!）进行行波约化，令
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" R *! $ P +! & P +# ’ P"%， （#）
式中 *!，+!，+#，"% 是常数 -引入变量 ,$ R )*+,（"），
利用双曲正切函数的性质
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式中!! ! "!" #" # "!$ #$ # ⋯ # "!$ #$，#"，#$，⋯，#$

是常数 %因而可将（"）式化成变量为 %& 的方程 %
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其次，假定方程（(）的形式解为 %& 的 * 阶多项式并
表示为

’&（%&）!!
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%& # *+,-（!!）

" # %& *+,-!!
( )）

+

， （.）

其中系数 ,+（ + ! "，$，⋯，*）是待定参数 %利用齐次
平衡原则确定 *，然后将（.）式代入方程（(），合并
%& 的同次幂系数并取为零，得到参数 ,+ 及 -"，-$，
*+,-（ #"），*+,-（ #$），⋯，*+,-（ #$）的非线性代数方

程组 %
最后通过联立求解上述代数方程组，可求得相

关参数并给出非线性差分微分方程的孤波解 %
依照同样的思路，如果将 *+,- 函数换成 *+, 函

数，引入变量 %& ! *+,（#），利用正切函数的性质
/
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同样可将（"）式化成（(）式的形式 %然后进行 *+, 函
数的级数展开，和 *+,-同样过程不难得到非线性离
散系统的三角函数周期波解 %

2 3（$ # "）维 45678/9:+**8;<系统的孤波
解和周期波解

作为一种典型的非线性差分微分方程，离散型

（$ # "）维 45678/9:+**8;<方程可写为
’·&（ 0）!（" #$’& #%’

$
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式中$，%是常数 %

!"#"（$ % #）维 &’()*+,-.//*01系统的孤波解

用 *+,-函数对方程（=）进行行波约化和参量变
换可得
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式中所有变量都是 %& ! *+,-（#）的函数 %根据齐次平
衡原则进行领头项分析可知，* ! "%设方程的形式
解为
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式中 1’，1"，1$ 是待定常数 %
将（""）式代入方程（"’），合并 %& 的同次幂项系

数并取为零可得方程组
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解上述非线性代数方程组可得解为
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式中（!" ! )"）/ *，可得到相应的方程的 0组孤波解为
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!"#"（#$ %）维&’()*+,-.//*01系统的周期波解

依据上述类似的思路，用 #$%函数对方程（4）进行
行波约化和参量变换可得

#"（’ + ( "
%）$5% !（’ +!$% +"$

"
%）（$%!’ ! $%+’）, *，

（’3）
式中所有变量都是 (% , #$%（#）的函数 -设方程的形
式解为
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式中 $"，$$，$% 是待定常数 +
将式（$*）式代入（$,）式也可得到一非线性代数

方程组，利用吴消元法，可得方程组的解为
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，$$ ! "，$% ! -
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；
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（"% & .#）’()（’$）

%#
；
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式中（"% & .#）/ "，可得到相应的方程的 *组三角函

数周期波解为
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除解 !1，.在文献［0］中曾提出外，其他的解都是新得
到的 +

. 4（% # $）维 56789:’;<=(>:?<=(’’:@A系统
的孤波解和周期波解

（% # $）维 56789:’;<=(>:?<=(’’:@A系统可表示为

!·"（ *）!（" # !"+"）（!"#$ # !"&$）& %"!"，

+·"（ *）! &（" # !"+"）（ +"#$ # +"&$）# %"+" +
（%1）

依据上面同样的思路，用 ’()B函数和 ’() 函数分别
对方程（%1）进行行波约化和参量变换，进行类似的
求解可得（% # $）维 56789:’;<=(>:?<=(’’:@A系统的解为
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式中 !! 为任意常数 "
从方程的解我们可得，除解 "#，$，##，$在文献［%］

中曾提出外，其他的解都是新得到的 "

& ’ 结 论

()*+函数方法在连续的非线性物理演化方程的
求解中得到了多方面的改进，并且得到了广泛的应

用 "我们进一步对 ()*+ 方法进行了对称延拓，并将

它应用到非线性离散系统，得到了 ,-./0123)((045系
统和 6.7890(:23)10;23)((045系统的精确孤波解和周期
波解 "我们也使用该方法求解了 <=1>23)((045、?81)2
3)((045等非线性离散系统，得到了较好的结果 "我们
认为 ()*+函数方法在非线性编微分方程的求解过
程中得到了广泛的应用并且得到了多方面的改进和

拓广，能否进一步加以改进，使其在离散、高维、高阶

非线性系统中得到更广泛的应用还值得深入研究 "

［@］ 6.7890(: A B )*1 C7)/;D8* E 6 @%%@ $%&’(%)*，+%)&’),-. /#%&"(’%)

/0"-(’%)* -)1 2)#,.*, F*：38*18* A)(+5<)(04)7 G8405(- 354(H/5 I8(5

G5/05D J87 @$%（C)<./01K5：C)<./01K5 L*0J5/D0(- E/5DD）

［!］ A0H/) A M @%NO 3-45&")1 6.-)*7%.8-(’%)（P5/70*：GQ/0*K5/2>5/7)K）

［#］ ,0/8() M @%N@ 9:;* " <,# " =,(( " !" @@%!
［$］ A)7R705( S @%%! >8 " ? " 9:;* " #$ T&%
［&］ U)* V W !XXX 9:;* " =,(( " 6 !"" !@!
［T］ Y)* Z Y !XX@ 9:;* " =,(( " 6 !%! @XX
［N］ 30 Z P ,( -& !XX! @%8A"( " 9:;* " @%88") " &’( !&T
［O］ U)* V W )*1 Z+)*K , [ @%%O 9:;* " =,(( " 6 !’# $X#
［%］ P)7190* \，W];()D ^ )*1 ,5/5<)* S !XX# @%8A"(,. 9:;*’4*

@%88")4%(’%)*（Q/5Q/0*( DH.<0((51）

［@X］ 6.7890(: A B )*1 3)10; @%N& ? " B-(: " 9:;* " &# &%O
［@@］ 6.7890(: A B )*1 3)10; @%NT $("1 " >AA& " B-(: " )) !@#
［@!］ U)* V W !XX# ? " 9:;* " 6" *# NXX%
［@#］ Z+)*K B U @%%O >4(- 9:;* " $’) " ’" @$@T（0* C+0*5D5）［张解放

@%%O 物理学报 ’" @$@T］

［@$］ U)* V W )*1 ,8* Y C !XX# @:-%*，$%&’(’%)* -)1 C.-4(-&* &) &&%
［@&］ Z+)*K B U，S)*K S , )*1 Z+5*K C 3 !XX! >4(- 9:;* " $’) " )&

!TNT（0* C+0*5D5）［张解放、黄文华、郑春龙 !XX! 物理学报 )&

!TNT］

［@T］ WH8 W E )*1 Z+)*K B U !XX! >4(- 9:;* " $’) " )& @@&%（0* C+0*5D5）

［郭冠平、张解放 !XX! 物理学报 )& @@&%］

［@N］ Z+)*K B U !XX! @:’) " 9:;* " && T&@
［@O］ Z+H B A，A) Z Y，U)*K B E，Z+5*K C 3 )*1 Z+)*K B U !XX$ @:’) "

9:;* " &* N%O
［@%］ S)*K S , )*1 Z+)*K B U !XX! @:’) " 9:;* " && @@X@
［!X］ ,)* E，Z+)*K B U )*1 A5*K B E !XX# @:’) " 9:;* " &! @@TT
［!@］ Z+)*K B U，WH8 W E )*1 Z+)*K Y !XX# >4(- 9:;* " $’) " )! !#&%
（0* C+0*5D5）［张解放、郭冠平、张翼 !XX# 物理学报 )! !#&%］

［!!］ MH)* , Y )*1 C+5* Y _ !XX! >4(- 9:;* " $’) " )$ &OT（ 0*

C+0*5D5）［阮航宇、陈一新 !XX@ 物理学报 )$ &OT］

OO$ 物 理 学 报 &$卷



!"#$%&’( )*+,!-.+/)0%+ "’),%( *+( ),’ ’1*/) 2%3.)0%+2
-%$ ),’ ,45$0(!3*))0/’ *+( 653%70)8!9*(0:!3*))0/’!

!"# $%&’(%)*） (& !"+),’-%*） !"+), ."#)’/0),*）1）
*）（!"#$%&’"(& )* +,-./0.，1/.,2/ 3(/4"%./&-，1/.,2/ 212333，5,/($）

1）（6,$(7,$/ 8(.&/&2&" )* 9##:/"; <$&,"’$&/0. $(; <"0,$(/0.，6,$(7,$/ 133341，5,/($）

（5+6+%7+8 *9 :;<%= 1339；<+7%>+8 ?&)#>6<%;@ <+6+%7+8 1A (&B 1339）

:C>@<&6@
D) @"%> ;&;+<，CB #>%), @"+ %?;<07+8 @&)"’?+@"08，@"+ "BC<%8’=&@@%6+ >B>@+? &)8 :C=0E%@F’=&8%G’=&@@%6+ >B>@+? &<+ <+8#6+8

@0 )0)=%)+&< &=,+C<&%6 +H#&@%0)>，&)8 @"+) @"+ )+E +I&6@ >0=#@%0)> J0< @"+>+ +H#&@%0)>，E"%6" %)6=#8+ +I&6@ >0=%@0) E&7+ >0=#@%0)>
&)8 ;+<%08%6 >0=#@%0)>，&<+ 0C@&%)+8 @"<0#," >0=7%), @"+>+ )0)=%)+&< &=,+C<&%6 +H#&@%0)> K

"#$%&’()：%? ;<07+8 @&)"’?+@"08，8%JJ+<+)@%&=’8%JJ+<+)6+ >B>@+?，>0=%@0) E&7+ >0=#@%0)>，;+<%08%6 >0=#@%0)>
*+,,：3123，3293，31L3

!M<0N+6@ >#;;0<@+8 CB @"+ O&@#<&= P6%+)6+ Q0#)8&@%0) 0J !"+N%&), M<07%)6+，."%)&（R<&)@ O0K*3332L），@"+ Q0#)8&@%0) J0< S+B :>>%>@+8 :6&8+?%6 T%>6%;=%)+

0J !"+N%&), M<07%)6+，."%)&（R<&)@ O0K133224），&)8 @"+ -0#), Q0#)8&@%0) 0J /%>"#% U)%7+<>%@B，."%)&（R<&)@ O0K VO3933W）K

LW91期 朱加民等：XBC<%8’/&@@%6+系统和 :C=0E%@F’/&8%G’/&@@%6+系统的新解探索


