
复杂离子晶体马德隆常数研究!
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以电中性的平行六面体晶胞为计算单元建立了一种马德隆常数计算公式，并按围绕参考晶胞的壳层数 ! 且
以参考晶胞体心为原点计算离子晶体的马德隆常数!（!），第一壳层有 &*个晶胞，第二、第三、⋯第 !壳层分别有
+$，&"$，⋯，&’!& , &个晶胞，!（!）是收敛很快的级数并且很容易计算 -计算了几种复杂离子晶体马德隆常数和相
应的马德隆能（静电相互作用能）-
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" B 引 言

马德隆（C3D75E<=）常数是晶体结构的一个重要
特征参数 -若得知马德隆常数便可计算晶格能和表
面能等［"］- 因此，马德隆常数在离子晶体的理论研
究和科学实验中占有十分重要的地位 -原始的马德
隆常数!定义是以参考离子为原点，其值为［&］
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式中 $%#表示第 # 个离子和参考离子 % 之间的距离，

"# 为晶体中最邻近正负离子的间距 -当第 # 个离子

与参考离子 % 电荷同号时取正，异号时取负 - 求和
符号上一撇表示 ## % - 对于一维情况，其级数求和
容易计算 -但对于三维情况，其级数收敛很慢 - "+"$
年 C3D75E<=［%］首先计算这种级数和，他先将晶体中
点阵视为一系列中性平面点阵组成即该平面内点阵

由一系列中性直线点阵组成，其上正负电荷相等且

按格点周期分布 -由此将电势展开成傅里叶级数并
用了享克尔函数（I3<J75 KE<@L4A<），进而求出马德隆
常数 - 这种方法对于计算像氯化钠那样简单的离子
晶体取得了成功 -但对大多数离子晶体而言并不适
用，因为不能满足上述中性平面的条件［’，(］-因此该
方法仅有历史价值 - "+&"年 0635D［&，*］将晶体中各离
子电荷密度分布展开成高斯分布，并引进一个与高

斯分布的宽度有关的参数"，然后将周期性的电势
分布和电荷密度分布分别按傅里叶级数展开并代入

泊松方程，进而求出马德隆常数 - 这种方法最大的
优点是通过调节参数"，可使级数快速收敛 -这是计
算马德隆常数通用的方法，但需要有专门的数学工

具，不利于推广使用 - "+%&年 0M87<［)］认为把（"）式级
数中的各项合理安排使其正项和负项的贡献几乎互

相对消，以有利于级数快速收敛，并首先提出以参考

离子为中心构造一系列中性离子团的立方体，若离

子在这个中性立方体的面上或棱边上或顶角上时，

其电量分别取 "N&或 "N’或 "N$，进而直接计算马德
隆常数 -由于中性离子团在晶体内某处产生的电势
比非中性离子团小，因此其级数收敛快 - 例如，对于
/3O5 离子晶体其收敛速度为［’］"B’(*， "B)(&，
"B)’) - 最近，PQA??A等人［$］采用 0M87< 的方法，其收
敛速度是 "B’(*#&++&*，"B)(")*+"%%，"B)’)#’"(*(，
⋯ ，计算到第 +# 中性立方体时，其马德隆常数为
"B)’)(*’(+(B 而 用 0635D 方 法 计 算 的 结 果 是
"B)’)(* -可见其计算是精确的 - 但 0M87< 方法涉及
到了勒让德多项式，不便推广使用，更为不足的是对

于复杂离子晶体，以参考离子为中心构造一个比一

个更大的一系列中性立方体并确定更大立方体面上

或棱边上或顶角上的正负离子数比较困难 - 因此，
这种方法仅适用于一些简单立方晶系的离子晶体马

德隆常数计算，而不能计算复杂立方晶系和其他晶
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系的离子晶体马德隆常数 !本文提出了一种可适用
于所有晶系和各种复杂晶体的马德隆常数计算新

方法 !

" # 马德隆常数计算公式

传统的马德隆势能是所有其他离子与一个参考

离子的静电相互作用能，相应得出马德隆常数如（$）
式 !这种定义在具体计算复杂晶体马德隆常数时正
如前面所述会遇到种种困难 !然而，计算马德隆常数
目的是计算晶格静电能等 ! 因此，不妨从晶格静电
能出发来计算马德隆常数 ! 我们以某参考晶胞中心
为原点并以晶胞为计算单元建立马德隆常数计算公

式，然后采用一定计算技巧进行其计算 !我们知道晶
格能是指固态晶体内一摩尔所有分子中各离子间相

互作用能 !%，主要是静电相互作用吸引能 !&
’ 和玻

恩排斥能 !&
(
［)］!因此，离子晶体的晶格能可近似为

!% !!&
’*( + !&

’ $ , $( )"

+ $
" #- $’分子 $ , $( )"

+ $
" #-

$’晶胞

% $ , $( )"

+ $
"%#- $’*(晶胞， （"）

式中 #-，$’分子，$’晶胞分别为阿伏伽德罗常数和分

子、晶胞静电能；而 %，" 分别为晶胞内分子数和玻
恩指数；$."是计算相互作用能时为避免重复计算两
次而引入的 !设晶体内一个晶胞涉及有 & 个正离
子，有 ’ 个负离子（含晶胞与晶胞界面处和棱边处
以及顶角处的离子），因此晶胞静电能和晶胞能可

写成

$’晶胞 + "
$# (# &

)($ *
’(

* "
& / (#（ &* ’）

*($ ,
’(
；

$’*(晶胞 + $’晶胞 $ , $( )" ， （0）

式中 ( + $，"，⋯，& 对应于晶体内一个参考晶胞所涉
及的 & 个正离子的编号；( + & * $，& * "，⋯，& * ’
对应于晶体内一个参考晶胞所涉及的 ’ 个负离子
的编号 ! 对于立方晶胞，若离子处在的界面上或棱
边上或顶角上时，则对应的 )( 和 *( 分别取 $."或$.1
或 $.2# 其他晶胞与此类同；$’(

*，$’(

,，!(
*，!(

, 分

别为参考晶胞中第 ( 个离子静电能和相应的马德隆
常数，其表达式为
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式中 . + $，"，⋯，& 对应于计算时所及晶胞内正离子
的编号；而 . + & * $，& * "，⋯，& * ’ 对应于计算时
所及晶胞内负离子的编号；%. 和 0. 的取值方法与 )(

和 *( 相同；+ *，+ ,分别为正负离子价电数；"$，""，

"0 分别为晶胞沿 1，2，3 方向堆积数 !计算时须排除
离子自身相互作用 ! /.(为计算时所及晶胞内第 . 离
子与参考晶胞内第 ( 离子的间距 !对于立方晶体及
正交晶体和四方晶体有

/.(

+ （1. * "$4& , 1(）" *（2. * ""5& , 2(）" *（3. * "06& , 3(）$ " !
（4）

对于其他晶系可建立相应的 /.(表达式，后有举例说
明 !
若用马德隆常数!来表示晶体的晶格能，则

有［)］

!&
’*( + ,

#- + * + ,!,"
1#"& -&

$ , $( )" ! （5）

由（"）—（5）式可得晶体的马德隆常数!（$）为

!（$） +
$
"% "$# (# &

)(!*
( * "

& / (#（ &* ’）
*(!,( )( ! （2）

事实上，这仅适用于二元化合物晶体 !但其方法也可
以类推到二元以上化合物晶体的情况，这时须引入

诸离子价电荷数 +(（ ( + $，"，⋯，（& * ’）之间的最大
公因子 +［1］!由此，参考晶胞中第 ( 个离子静电能和
相应的马德隆常数 $’(

*，$’(

,，!(
*、!(

,分别为

$ *
’(

+ ,（+,）"
1!"& -&

!*
( ，

!*
( + ,

-&

+ {" "
"$，""，"

(
0
"
$# .# &

%.
（+ *）(（+ *）.

/.(

, "
& / .#（ &* ’）

0.
（+ *）(（+ ,）.

/ ) }
.(

，

443 物 理 学 报 31卷



（ ! ! "，#，⋯，"）， （$）
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（ ! ! " * "，" * #，⋯，" * +）， （"(）
相应晶体的晶格能和马德隆常数"（#）分别为

-(
&*, ! %
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"（#） !
"
#) !"" !" "
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" + !"（ "* +）
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式中"!
*，"!

% 由（$）和（"(）式确定 .其马德隆常数

"（#）表达式比"（"）具有普遍性 .事实上，不引入最大
公因子 $ 来定义马德隆常数"（)）更方便，即
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其中参考晶胞内第 ! 个离子静电能 # *
&!
，# %

&!
和相应

的马德隆常数"!
*，"!

%分别为

# *
&!

! % %#
’!!( &(

"*
! ，

"*
! ! % & {( !

’"，’#，’
(

)
!
"" (" "

)(
（$ *）!（$ *）(

*(!

% !
" + ("（ "* +）

,(
（$ *）!（$ %）(

* ) }
(!

，

（ ! ! "，#，⋯，"）， （")）

# %
&!

! % %#
’!!( &(

"%
! ，

"%
! ! % & {( !

’"，’#，’
(

)
!
"" (" "

)(
%（$ %）!（$ *）(

*(!

* !
" + ("（ "* +）

,(
（$ %）!（$ %）(

* ) }
(!

，

（ ! ! " * "，" * #，⋯，" * +）. （"’）
上述三种马德隆常数存在如下关系式：

"（#） !
$ * $ %

$# "
（"） !"

（)）

$# . （"/）

须注意"（"）只能用于二元化合物晶体 .

) 0 马德隆常数计算方法

为计算方便并具有普适性，不妨将马德隆常数

等按壳层数来进行计算，以便观察其收敛情况 . 壳
层数是指在参考晶胞周围沿三个独立坐标方向堆积

一些晶胞而构成的壳层数 .例如，对于立方晶胞来
说，在参考晶胞周围沿相互垂直的 1，2，3 坐标方向
上堆积一些晶胞而构成的壳层数如图 "所示 . 在图
"中位于中央处小虚线立方体为参考晶胞，其周围
#1个小立方体晶胞属第一壳层，再往外周围 $2，
#"2，⋯，#’ .# * #个小立方体晶胞分别属于第 #，)，
⋯，. 壳层 .每个小立方体代表一个晶胞 .由此，可
按上述壳层数 . 来计算马德隆常数，再引入玻恩排
斥能便可计算晶格能 .

图 " 立方晶胞壳层数示意图

图 # 34#5) 立方晶胞结构图

这种方法可以推广到求其他晶系的晶体马德隆

常数 . 因为所有晶体总可以用群论方法找到最小复
重单元平行六面体晶胞 .沿该平行六面体晶胞的三
个棱的三个基矢为 !，"，#，在这三个方向上的坐标
仍用（1，2，3）表示 .选其中一个平行六面体晶胞为
参考晶胞，以该参考晶胞体心为原点，该原点处不一

定有离子 .在该参考晶胞周围沿 !，"，# 基矢方向堆
积一些平行六面体晶胞而构成壳层数，同样，第一壳

层有 #1个平行六面体晶胞，再往外第 #，)，⋯，. 壳
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层的平行六面体晶胞数分别为 !"，#$"，⋯，#%!# &
# ’因此，本方法可计算所有晶系和各种复杂晶体的
马德隆常数及相应的马德隆能和晶格能 ’

!"#" $%&’! 立方（()*+(）结构晶体马德隆常数计算

()#*+ 为方铁锰矿结构即 " 型三氧化二稀有金
属氧化物结构［$,］，掺锡后是一种透明导电材料［$$］’
立方 ()#*+ 的空间群为 #-

$（ %&+，./’ #,0）’这属立方

晶系，其晶格常数为 $1,$$-)2’在其立方晶胞中有
$0个 ()#*+ 化学式单元，共有 ",个离子，其中 %"个
氧离子位于 %"3 等效位置，而 +# 个铟离子中有 #%
个铟离子位于 #%4等效位置，另 "个铟离子位于 "5
等效位置 ’其精细结构参数为（ ’，(，)）6（,1+!,"7，
,1$7%+7，,1+"$%），* 6 ,1%0077或 8 ,1,++%71 各离子
坐标位置分别如下［$#］：

()+ &在 "5：（,，,，,）& $
#，

$
#，( )$

# & $
%，

$
%，( )$

%
$
%，

+
%，( )+

%
+
%，

+
%，( )$

%
+
%，

$
%，( )+

%

()+ &在 #%4：（,，,，,）& $
#，

$
#，( )$

# &

*，,，( )$
% 8 * & $

#，,，( )+
%

$
%，*，( ), +

%，8 * & $
#，( ),

,，$%，( )* ,，+%，8 * &( )$
# 8 *，,，( )+

% * & $
#，,，( )$

%
+
%，8 *，( ), $

%，* & $
#，( ), ,，+%，8( )* ,，$%，* &( )$

#

*在 %"3：（,，,，,）& $
#，

$
#，( )$

# &

（’，(，)） 8 ’ & $
#，8 (，) &( )$

# 8 ’，( & $
#，8 ) &( )$

# ’ & $
#，8 ( & $

#，8( ))
（ )，’，(） ) & $

#，8 ’ & $
#，8( )( 8 ) & $

#，8 ’，( &( )$
# 8 )，’ & $

#，8 ( &( )$
#

（(，)，’） 8 (，) & $
#，8 ’ &( )$

# ( & $
#，8 ) & $

#，8( )’ 8 ( & $
#，8 )，’ &( )$

#

（ 8 ’，8 (，8 )） ’ & $
#，(，8 ) &( )$

# ’，8 ( & $
#，) &( )$

# 8 ’ & $
#，( &

$
#，( ))

（ 8 )，8 ’，8 (） 8 ) & $
#，’ &

$
#，( )( ) & $

#，’，8 ( &( )$
# )，8 ’ & $

#，( &( )$
#

（ 8 (，8 )，8 ’） (，8 ) & $
#，’ &( )$

# 8 ( & $
#，) &

$
#，( )’ ( & $

#，)，8 ’ &( )$
#

但该立方体晶胞共涉及到 !# 个离子，其中 %%
个铟 ()+ &离子且 #,个铟 ()+ & 离子完全在该立方晶
胞体内，另 #%个铟 ()+ &离子在该立方晶胞体表面仅
二分之一属此晶胞；而 %"个氧 *#8离子完全在该立

方晶胞体内 ’若以立方晶胞体心为原点，并采用先
正离子后负离子且先 "5 等效位置 ()+ & 离子后 #%4
等效位置 ()+ &离子，先上后下，始于第一或第五象限
以逆时针顺序规则进行编号，则 "个 "5等效位置的
()+ &离子位置坐标及编号：

（’+(+)+）6 9 $
%，9

$
%，9( )$

% &,，（ + 6 $，#⋯，"）

而 +0个（含 #%个面上 ()+ &离子）()+ &离子在 #%4等

效位置坐标及编号和 %"个 *#8离子在 %"3等效位置
坐标及编号与此类似 ’ 由此，完全在该立方晶胞内
部的 #, 个铟 ()+ & 离子编号为 + 6 $—"，$+，$0，$!，
#%—#!，+#，+7，%,；在该立方晶胞面上的 #%个铟 ()+ &

离子编号为 + 6 !—$#，$%，$7，$-，$"，#,—#+，+,，+$，
++，+%，+0—+!，%$—%%；完全在该立方晶胞内部的 %"
个 *#8离子编号为 + 6 %7—!# ’ ()#*+ 立方体晶胞共

涉及的 !#个离子在该立方晶胞内的具体位置见图
#所示 ’因此，根据（$#）式并取 , 6 $0，- 6 %%，. 6
%"，()#*+ 立方晶体马德隆常数!为

!（+）()#*+（:;5<=） 6
$

# > $0 !$" /"%%
0/!&

/ & !
%%" /"!#

1/!8( )/ ’（$0）
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参考晶胞中各离子马德隆常数!!
! 和!!

" 由（#$）式
和（#%）式确定 &显然，编号为 "，! ’ #—(，#$，#)，#*，
+%—+*，$+，$,，%- 的 ./$ ! 离子完全在晶胞内部，所
以系数 #! ’ $" ’ #；编号为 "，! ’ *—#+，#%，#,，#0，

#(，+-—+$，$-，$#，$$，$%，$)—$*，%#—%%的 ./$ !离子
处在晶胞面上，仅有二分之一属该晶胞，取 %! ’ &" ’
#1+；编号为 "，! ’ %,—*+的 2+"离子完全在晶胞内

部，取 %! ’ &" ’ #&由此便可以进行计算，其计算结果
见表 # &

!"#"$%#&! 刚玉（’()*%+*,）结构晶体马德隆常数计算

./+2$ 晶体有两种结构：一种是立方结构；另一

种是刚玉结构［#$］& 这种刚玉结构的空间群为
’)

$(（)$*，34&#)0），其晶格常数为 + ’ -&,%(0-/5，*
’ #& %,#-/5，精细结构参数 , ’ -6+*(-， - ’
-6$,0$#［#$］；其六角晶胞中有 ) 个 ./+2$ 化学式单

元，共有 $-个离子且全位于晶胞内部，其中 #+个铟
./$ !正离子占据 #+（7）等效位置，而 #(个氧 2+"负离

子占据 #(（8）等效位置，各离子坐标位置分别如
下［#+］：

./$ !在 #+7：（-，-，-）! +
$，

#
$，( )#

$ ! #
$，

+
$，( )+

$ !

（-，-，-） -，-，" - !( )#
+ （-，-，" -） -，-，- !( )#

+

2+ "在 #(8：（-，-，-）! +
$，

#
$，( )#

$ ! #
$，

+
$，( )+

$ !

（,，-，#%） -，,，( )#
% " ,，" ,，( )#

% （ " ,，-，$%） -，" ,，( )$
% ,，,，( )$

%

在刚玉结构中，氧 2+" 离子大体占据 97: 并以
././⋯序列排列，而铟 ./$ !离子有序地填存八面体
空隙之中 &铟 ./$ ! 离子的数目只有氧 2 的数目的
+1$，所以有 #1$ 八面体空隙位置空缺，并且这些空
缺是氧 2原子的两个密置层 ./ 间铟 ./$ !离子排列
成六元环中心，所以有三种空缺类型 0#，0+，0$ 空

缺如图 $所示［#$，#%］&

图 $ ./+2$ 棱形晶胞中氧原子 ./和铟原子 0排布示意图

考虑到化学计量比要求，六角晶胞在 * 方向上
应有 )个 ./ 氧原子层厚度 &注意到氧 2原子构成

图 % ./+2$ 棱形晶胞结构图

的六角晶胞不具有平移对称性，而铟 ./原子构成的
大六角晶胞具有平移对称性，其最小重复单元就是

该大六角晶胞中的平行六面体如图 %所示 &若坐标
原点取在该平行六面体的体心处，并仍采用先正离

子后负离子，先上后下，始於第一或第五象限以逆时

针顺序规则进行编号，则该平行六面体内 $-个离子
位置和编号如图 %所示 &因此，根据（#+）式并取 $ ’
)，1 ’ #+，2 ’ #(，./+2$ 刚玉结构晶体的马德隆常数
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!为

!（!）"#$%!（&’()#*)+） ,
-

$ . / !-"!"-$
"!!0

! 0 !
-!"!"!1

#!!2( )! 3（-4）

参考晶胞中各离子马德隆常数!!
0 和!!

2 由（-!）式

和（-5）式确定 3显然，编号为 $，! , -—-$ 的 "#! 0 离
子完全在晶胞内部，所以系数 "! , %$ , -；编号为 $，

! , -!—!1的 %$2离子完全在晶胞内部，取 #! , &$ ,

-6 注意到 ’ 轴向和 ( 轴向之间的夹角为 $!7!，所以
计算所及平行六面体晶胞中第 $ 离子与参考平行六
面体晶胞内第 ! 离子的间距 )$!为

)$! ,｛（’$ 0 *- +1 2 ’!）
$ 0（($ 0 *$ ,1 2 (!）

$

0 $（’$ 0 *- +1 2 ’!）（($ 0 *$ ,1 2 (!）

. 8’9（$!7!）0（ -$ 0 *! .1 2 -!）$｝-7$ 3 （-:）

由此便可以进行计算，其计算结果见表 - 3

!"!" #$%%&正交结构晶体马德隆常数计算

"#%%;结构属类金红石结构，其空间对称群为
/-$

$0（1**%，<’3 =:）［-=］，晶格常数为 + , 16=$/#+，,

, 165=/#+， . , 16!$4#+3 这正交晶胞内有两个
"#%%;化学式单元，共有 5 个离子，其中 $ 个铟
"#! 0离子占据 $>等效位置，-个氧 %$2离子和 -个羟
基 %;2 占据 5? 等效位置，其精细结构参数 ’ ,
16!/5@，( , 16$!/$，- , 161，各离子坐标位置如
下［-$，-/］：

"#! 0在 $>：（1，1，1） -
$

-
$( )-

$
%$ 2 和 %;2 在 5?：（ ’，(，1），（ 2 ’，2 (，1），

2 ’ 0 -
$，( 0 -

$，( )-
$ ， ’ 0 -

$，2 ( 0 -
$，( )-

$
但该正交晶胞共涉及到 -=个离子，其中 @个铟

"#! 0离子且 - 个铟 "#! 0 离子在该正交晶胞体心处，
另 :个铟 "#! 0离子在该正交晶胞体八个顶角上即每
个这种铟离子仅八分之一属此晶胞；而 ! 个氧 %$2

离子中有 -个完全在该正交晶胞体内，另两个在晶
胞面上即每个这种氧 %$2 离子仅二分之一属此晶

胞；!个羟基 %;2离子中有 -个完全在该正交晶胞
体内，另两个在晶胞面上即每个这种羟基 %;2离子

仅二分之一属此晶胞；若以该正交晶胞体心为原点，

并采用先正离子后负离子且先大电价数后小电价

数，先上后下，始于第一或第五象限以逆时针顺序

规则进行编号，则各离子位置坐标和编号如图 =所
示，即

@个 "#! 0：（’$($-$）, A -
$ +，A -

, ,，A
-
$( ).

（ $ , -，⋯，5，=，⋯，@），（’= (= -=）,（1，1，1）

!个 %$2：（’$($-$）,

-
$ 2( )’ +， ( 2( )-

$ ,，A -
$( ).（ $ , -1，-$），

（’-- (-- ---）,（’+，(,，1）

!个 %;2：（’$($-$）

, ’ 2( )-
$ +， -

$ 2( )( ,，A -
$( )+

（ $ , -!，-=），（’-5 (-5 --5）,（ 2 ’+，2 (,，1）

由於氧 %$2离子和羟基 %;2 离子的电价数不同，所

以 "#%%;可视为三元化合物 3因此，根据（-$）式并
取 % , $，2 , @，3- , !，3$ , !，"#%%;正交结构晶体

的马德隆常数!为

!（!）"#%%; , -
$ . ($ !-" !"@

"!!0
! 0 !

-1" !"-$
"!-!2

!-

0 !
-!" !"-=

"!$!2
! )$ ， （-@）

图 = "#%%;晶胞结构图

其中参考晶胞中各离子马德隆常数!!
0 和!!-

2 及

!!$分别为

!0
! , 2 4 {1 !

*-，*$，*
(

!
!
-"$"@

%$
5$

0

)$!
2 !

@B $"-$
&-$

50 5-2

)$!

2 !
-!B $"-=

&$$
50 5$2

) ) }
$!
，（! , -，$，⋯，@）， （$1）

!2
!- , 2 4 {1 !

*-，*$，*
(

!

2!
-"$"@

%$
5-2 50

)$!
0 !

@B $"-$
&-$

5-2 5-2

)$!

0 !
-!B $"-=

&$$
5-2 5$2

) ) }
$!
，（! , @，⋯，-$）， （$-）

!2
!$ , 2 4 {1 !

*-，*$，*
(

!

2!
-"$"@

%$
5$2 50

)$!
0 !

@B $"-$
&-$

5$2 5-2

)$!

0 !
-$B $"-=

&$$
5$2 5$2

) ) }
$!
，（! , -!-，⋯，-=）， （$$）
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显然，编号为 !，" ! "—#，$—%的 &’( )离子在正交晶
胞顶角处，所以系数 #" ! $! ! "*+；编号为 !，" ! $
的 &’( )离子完全在晶胞内部，取 #" ! $! ! ",编号为

!，" ! "-，".，"(，"$的 /.0离子和 /10离子在晶胞面

上，取 %"" ! %". ! &!" ! &!. ! "*. ,编号为 !，" ! ""，"#的

/.0离子和 /10离子在晶胞内部，取 %"" ! %". ! &!" !

&!. ! " ,由此便可以进行计算，其计算结果见表 " ,

# 2 计算结果与分析

我们采用上述计算方法计算了 &’./(（立方）、

&’./(（刚玉）、&’//1和 3456的马德隆常数!（’），其

随壳层数 ’收敛情况如图 7所示 ,由此可见，晶体马
德隆常数随晶胞壳层数增加很快收敛 , 这是显然的，
因为采用了以电中性晶胞为计算单元并且以参考晶

胞为中心对称地取这些电中性晶胞进行计算之故 ,
当晶胞壳层数 ’为 .-时，其计算的马德隆常数值、马
德隆能（晶格静电能）、晶格能和实验晶格能见表 "所
示 ,在表 "中也给出了采用本方法计算其他晶体的马
德隆常数值等和相应的文献值，以作比较 ,

图 7 晶体马德隆常数收敛曲线图

图 8 晶体马德隆常数计算时间

表 " 马德隆常数和晶格能理论计算值和实验晶格能（’ ! .-）

晶体
马德隆常数

!（"）
马德隆常数

!（.）
马德隆常数

!（(）
晶格静电能

(5*9:·;<6 0 "

计算晶格能

(5) =*9:·;<6 0 "

实验晶格能

(- *9:·;<6 0 "

文献值

!（(）

3456

5>56

?’@立方

AB/. 金红石

@’/.

&’（/1）(
&’./( 立方

&’./( 刚玉

&’//1

!C6./(

D./(

"28#8$7#$%%

"287.77#77.

"27(+-#8#$8

.2(+$++"$8"

.2#-(-7.((#

.2%.8"8.%"$

#2-+(-88$(8

#2-$$(."8%(

#2-(%%+%##"

#2-$+(.%$+%

"28#8$7#$%%

"287.77#77.

"27(+-#8#$8

#288"87("#.

#2+-7".#778

+2+-.+.("7"

.#2#%+#7$.%

.#2(("%(-8$+

"-2878+.%(.-

.#2.(%%(77#$

.#2(#%%88$($

"28#8$7#$%%

"287.77#77.

72$$."+%+.+

"%2-+8-$.$8

"%2..##%+78

+2+-.+.("7"

.#2#%+#7$.%

.#2(("%(-8$+

"-2878+.%(.-

.#2.(%%(77#$

.#2(#%%88$($

0 +7#2-$

0 7+$2+8

0 (+++288

0 "(7.#2##

0 "(-"#2$.

0 $77"2($

0 "7--$2+#

0 "$%8(2""

0 7%$72.(

0 "++.72(%%$

0 "8.((288(.

0 8$72-$

0 7"%2"(

0 (##+2"7

0 ""%."2(+

0 ""$7+2$

0 $-$82+$

0 "#--$2""

0 "#"%+2(.

0 7-+728-

0 "$77.27.+"

0 "$-8%2$$

0 8+7［ % ］

0 787［% ］

0 ($7$［%］

0 ".-".2$"!

0 ""88-［%］

0 $8%+2$.!

0 "#.7+2##!

0 "#.7+2##!

0 "$((72$.+7

0 "#77$2."""

"28#8$7#$%$［+］

"287.7+［"8］

72$$...［"8］

"%2-+-(［"8］

.#2#%+#［".］

.#2((($［".］

.#2.#.［"8］

注：3456，5>56和 ?’@的晶格常数 )- 分别为 -2$7.，-2#".(和 -2$#-7’;；AB/. 和 @’/. 的晶胞结构参数分别为
［"+，"%］)- ! -2#$%#’;，*- ! -2-%$+’;，+

! -2(-$(和 )- ! ,- ! -2#8(+.’;，*- ! -2("+8"’;，+ ! -2(-8；&’（/1）( 立方晶胞结构参数为［"］)- ! -28%8%’;，-- ! -2."8"’;，（-，.，/）!（-2-，

-2(.(，-2"87）；!C6./( 刚玉晶胞结构参数为
［"8］)- ! ,- ! -2#87.+’;，*- ! "2(--+.’;，0 ! -2(-(，（ 0，.，/）!（-2(-(，-2-，-2($$）；D./( 晶胞结构参

数为［"(］)- ! ,- ! -2#%$.’;，*- ! "2#--.’;，（ 0，.，/）!（-2("$，-2-，-2(#7(）；附有星号!的数据是本文采用玻恩哈伯热力学循环法计算的实验

晶格能［%］,

从表 "可以看出，当晶体壳层数 ’ 取 .-时，其
计算的马德隆常数与公认的文献值已相当一致了，

并且采用奔 #微型计算机其计算时间不到 "-;B’，如
图 8所示，说明本计算方法即精确又收敛快 ,但计算

晶胞内有很多离子的复杂晶体马德隆常数时，其计

算时间稍长，如图 8 所示，原因是每个晶胞涉及 $
个离子，则第 ’ 壳层内有（.#’. ) .）$ 个离子 ,因
此，’ 和$ 越大，计算时间越长 ,例如，计算 &’./( 立

"8$.期 张维佳等：复杂离子晶体马德隆常数研究



方晶体（! ! "#）马德隆常数时若 " ! #$，则所需时
间约为 %&’()*然而从图 +收敛曲线来看，越复杂的
晶体，收敛越快，但不能达到精确收敛，而是随 " 增
加，其马德隆常数在小数点后 ,位有小幅度波动 *我
们认为对复杂晶体来说，晶胞壳层数 " 取 -$ 就足
够满足使用要求了 *

& . 结 论

本文以电中性晶胞为计算单元并且以参考晶胞

体心为原点从晶格静电能出发建立了一个新的马德

隆常数计算公式，并按晶胞壳层数计算了几种复杂

晶体的马德隆常数，其计算收敛很快而且有足够的

精确度 *由於复杂晶体总可以用群论方法找到最小
重复单元平行六面体晶胞 *晶体都可以视为许许多
多这种平行六面体晶胞沿平行六面体晶胞三个棱的

三个基矢 !，"，# 无穷堆积而构成 *选其中一个平行
六面体晶胞为参考晶胞，以该参考晶胞体心为原点 *
在该参考晶胞周围沿 !，"，# 基矢方向堆积一些平
行六面体晶胞而构成壳层数，第一壳层有 #+个平行
六面体晶胞，再往外第 #，,，⋯，" 壳层的平行六面
体晶胞数分别为 "%，#-%，⋯，#/"# 0 # *由於任意晶
体都可以按此构成，因此，本方法可计算所有晶系和

各种复杂晶体的马德隆常数及相应的马德隆能和晶

格能，并且，无需专门的数学工具，所以可以推广

使用 *

［-］ 123)4 5 6 3)7 53)4 8 9 #$$/ #$%& ’()* * +,- * !" -"#,（ ()
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