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用积分因子方法研究准坐标下广义非保守系统 +,-.,/-0方程的守恒定理 1列写系统的运动微分方程，给出它
的积分因子的定义 1研究守恒量存在的必要条件 1建立系统的守恒定理及其逆定理，并举例说明结果的应用 1
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!黑龙江省自然科学基金（批准号：*’&$）资助的课题 1

! 2 引 言

动力学系统的对称性，亦称不变性 1用对称性研
究守恒量是数学物理的一种近代方法 1 主要有
340564.理论［!］，+70 对称性［"］，807 方法［(］和 94:;,/
方法［#］1近年来人们将这些方法推广到广义经典力
学，已取得一系列重要成果［’—!%］1

!*)#年，<:=>7?@提出了构造非保守动力学系统
守恒量的积分因子方法［!$］，即将运动微分方程乘以

适当的积分因子来求系统的守恒量 1这种方法与上
述几种著名方法相比，限制条件少、容易运算，有广

泛应用价值，在分析力学的积分理论中非常有发展

前途 1该方法在研究各类运动方程的守恒量方面已
有进展［!)—""］1
本文将积分因子方法推广到广义经典力学，寻

求准坐标下广义 +,-.,/-0方程的守恒量 1

" 2 系统的运动微分方程

假设广义力学系统的位形由 ! 个广义坐标 "!，

""，⋯，"! 确定 1选准速度为广义速度的线性式，即
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则系统的运动微分方程可表示为［!"］
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其中#’ 为用准速度表示的 +,-.,/-0函数，它与广义
坐标下的 +,-.,/-0函数 ’ 有如下关系：
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对准坐标"# 的偏导数为
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而%*# 为用准速度表示的非势广义力，它与非势广

义力 *# 有如下关系：
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且
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定义准坐标下广义力学系统的广义动量为
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,- 积分因子

如果不变式
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其中&，’和(# 为 &，!，$，$·，⋯，$
（#" (）
的函数，则称%#

!%#（ &，!，$，$·，⋯，$
（#" (）
）为准坐标下广义非保守系

统（,）的积分因子 #

. - 守恒量存在定理

联合（,）式和（((）式，有
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于是有下面的定理 #
定理 ! 如果函数%# 是 /0120314方程（,）的积

分因子，则准坐标下广义非保守系统（,）存在守恒量
（初积分）
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证明 将上式对时间 & 求导数，并考虑方程（,）

和（(+），得
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对于已知的动力学系统（,），如果%# 是方程（,）

的积分因子，则每一组函数%#，&，’和(# 一定满足

必要条件（(+）#利用方程（,），条件（(+）可写为
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其中
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显然，如果函数组%，&，’和(# 满足必要条件

（(9），并使（(,）式的等号右边成为常数，则有如下
结果 #
推论 对于满足必要条件（(9）的每个非奇异函

数组%#，&，’和(# 存在已知准坐标下广义非保守系

统（,）的守恒量（(,）#
通过方程（(9）的积分可以给出一个守恒量的非

奇异函数组%#，&，’和(# #在任何情况下，如果得到

方程（(9）的任意解，其中不包含任何积分常数，称此
解为方程（(9）的一个函数解，由推论可以得到广义
非保守系统（,）的一个守恒量（初积分）#

9 - 逆定理

对于准坐标下广义 /0120314 系统，如果已知系
统的第一积分，便可由积分因子逆定理找到函数’，

&和积分因子%# #

假设已知广义非保守系统（,）有初积分

* ! *（ &，,#，$#，$·#，$< #，⋯，$#
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于是，有
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将系统的运动微分方程（)）的两端乘以"#$ "#$ &

!$$，并对 $ 求和，有
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其次，令初积分（$+）等于守恒量（$)），即
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定理 ! 如果准坐标下广义非保守系统（)）有
一个初积分（$)），则与此积分相应的积分因子#$ 和

函数$，&由关系式（%%）和（%/）确定 *

0 1 举 例

已知广义力学系统的 23453647函数为
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并设非势广义力为零，试求系统的守恒量 *
解 首先研究正问题，求系统的守恒量 *
选取准速度
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已知非势广义力为零，有
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再利用（!"）式求系统的广义动量

!# !$! % !
!"
!!!

& ’
’ #
!!"
!!·!

% !! &!( !，

!# !$) % !
!"
!!·!

% !·!，

!# )$! % !
!"
!!)

%
*!)

$)!
+ （*!）

守恒量（!,）式给出

% % !
)!

)
! &!!!( ) -

)!)
)

$)!
- !

)!
·)

!

% ./012 + （*)）
其次，研究系统的逆问题 +
由（),）式得

&!! % !，&)) % *
$)!
，&!) % &)! % "3 （*,）

故有!&!! % !，!&)) %
$)!
*，其余为零 +

利用（))）式求得
""! % !!，"") % !)， （**）

亦即

""! % !! %"! &!!#，
"") % !) %") &!)#， （*4）

又由（)4）式，得

# % & !3 （*5）
考虑到（*4）式和（*5）式，有

"! % "，") % "3 （*6）

［!］ 7/8298: ; < !=!> ’()&* + +,(- + ./00 + 1&20 + ! ),4
［)］ ?@2ABC D !=6= 3 + 1&20 + +：4(#& + 567 + "! =6,
［,］ D8E F G )""" 3 + 86/9/7: %70# + ;6)&7<=<:2 + # !)"（E0 H9E0818）［梅

凤翔 )""" 北京理工大学学报 # !)"］

［*］ I/JKL0 M ; !==) 3 + 1&20 + +：4(#& + 567 + !$ ?)=!
［4］ NEL/ O F !==" +)#( 46)& + >/7 + !! ==（E0 H9E0818）［乔永芬 !=="
力学学报 !! ==］

［5］ NEL/ O F，O@8 N P !==, ?&/7，>)/ + 8@== + %& ,!*
［6］ NEL/ O F，O@8 N P，Q/0R O ; !==* +!!= + 4(#& + 46)& + "$ >66
［>］ O@8 N P，Q/0R O ;，NEL/ O F !==* +)#( + 46)& + ><=/-( + >/7 +

"$ )45（E0 H9E0818）［岳庆文、董永安、乔永芬 !==* 固体力学

学报 "$ )45］

［=］ D8E F G !=== +!!=/)(#/<70 <A "/6 5*<@!0 (7- "/6 +=:6B*(0 #<

?<70#*(/76- 46)&(7/)(= >20#6C0（S8EJE0R：M.E80.8 T:L11 ）U,"（ E0

H9E0818）［梅风翔 !=== 李群和李代数对约束力学系统的应用

（北京：科学出版社）第 ,"项］

［!"］ V9L0R O，M9L0R D，D8E F G )""" ?&/7 + 1&20 + # *"!
［!!］ V9L0R O )""! +)#( 1&20 + >/7 + $’ )"4=（ E0 H9E0818）［张 毅

)""! 物理学报 $’ )"4=］

［!)］ NEL/ O F，V9L/ M I )""! +)#( 1&20 + >/7 + $’ !（E0 H9E0818）［乔

永芬、赵淑红 )""! 物理学报 $’ !］

［!,］ D8E F G )"", +)#( 1&20 + >/7 + $! !"*>（ E0 H9E0818）［梅凤翔

)"", 物理学报 $! !"*>］

［!*］ V9L0R O )"", +)#( 1&20 + >/7 + $! !>,)（ E0 H9E0818）［张 毅

)"", 物理学报 $! !>,)］

［!4］ V9L0R O，D8E F G )"", +)#( 1&20 + >/7 + $! ),5>（ E0 H9E0818）

［张 毅、梅凤翔 )"", 物理学报 $! ),5>］

［!5］ NEL/ O F，?E W X，V9L/ M I )""4 ?&/7 + 1&20 + "( >>)
［!6］ QJ@BE. Q M，M@28YL Z !=>* %7# + 3 + ’<7=/7 + 46)& + "# ,,!
［!>］ NEL/ O F，V9L0R O ?，IL0 [ H )"") ?&/7 + 1&@0 + "" =>>
［!=］ ?E W X，NEL/ O F，V9L/ M I )"") ?&/7 + 1&20 + "" 65"
［)"］ NEL/ O F，V9L0R O ?，V9L/ M I )"") +)#( 1&20 + >/7 + $" !55!
（E0 H9E0818）［乔永芬、张耀良、赵淑红 )"") 物理学报 $"

!55!］

［)!］ V9L0R O，[8 P \ )"", +)#( 1&20 + >/7 + $! ),5,（E0 H9E0818）

［张 毅、葛伟宽 )"", 物理学报 $! ),5,］

［))］ V9L0R I S，H980 ? N，?E@ O P，[@ M ? )""4 +)#( 1&20 + >/7 + $(

)*=>（E0 H9E0818）［张宏彬、陈立群、刘荣万、顾书龙 )""4物理

学报 $( )*=>］

**), 物 理 学 报 44卷



!"#$%&’#("% )’*#+&, ’"- *+",$&.’#(+" #/$+&$0, +)
1’%&’"%$’, $23’#(+", )+& %$"$&’4(5$- "+"*+",$&.’#(.$

,6,#$0, (" #$&0, +) 23’,(!*++&-("’#$,!

!"#$% &"’()*$%+） ,’*- .-$%(/#$0）

+）（!"#$%&’"(& )* +,-./0.，1,$(23/4 5"$0,"%. 6)77"2"，1,$(23/4 123444，6,/($）

0）（8(2/(""%/(2 6)77"2" )* 9)%&,"$.& :2%/047&4%$7 ;(/<"%./&-，=$%>/( +54464，6,/($）

（7#8#’9#: ; <8=->#? 0445；?#9’@#: A*$B@8?’C= ?#8#’9#: 0D <8=->#? 0445）

E>@=?*8=
F"# 8-$@#?9*=’-$ ="#-?#A@ -G ="# H*%?*$%#’@ #IB*=’-$@ G-? %#$#?*J’K#: $-$8-$@#?9*=’9# @L@=#A@ ’$ =#?A@ -G IB*@’(8--?:’$*=#@

*?# @=B:’#: >L B@’$% ="# A#="-: -G ’$=#%?*=’$% G*8=-?@ M F"# :’GG#?#$=’*J #IB*=’-$@ -G A-=’-$ -G @L@=#A@ *?# N?’==#$M F"# :#G’$’=’-$
-G ’$=#%?*=’$% G*8=-?@ ’@ %’9#$M F"# $#8#@@*?L 8-$:’=’-$@ G-? ="# #O’@=#$8# -G ="# 8-$@#?9#: IB*$=’=L *?# @=B:’#: ’$ :#=*’J M /’$*JJL，
="# 8-$@#?9*=’-$ ="#-?#A *$: ’=@ ’$9#?@# *?# #@=*>J’@"#:，*$: *$ #O*ACJ# ’@ %’9#$ =- ’JJB@=?*=# ="# *CCJ’8*=’-$ -G ="# ?#@BJ= M

"#$%&’()：IB*@’(8--?:’$*=#，H*%?*$%#’@ #IB*=’-$，’$=#%?*=’$% G*8=-?，8-$@#?9#: IB*$=’=L
*+,,：4604，4044

!P?-Q#8= @BCC-?=#: >L ="# R#’J-$%Q’*$% S*=B?*J &8’#$8# /-B$:*=’-$ -G T"’$*（U?*$= S-MD542）M

51062期 郑世旺等：准坐标下广义非保守系统 H*%?*$%#方程的积分因子与守恒定理


