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为了产生复杂的混沌吸引子，构造了一个新的三维二次自治混沌系统 +该系统含有三个参数，每一个方程含有
一个非线性乘积项 +利用理论推导、数值仿真、,-./0123指数谱和分岔图对系统的基本动力学特性进行了分析 +结果
表明，该系统具有五个平衡点，因而与 ,24516，7899:24，;<51、,=等混沌系统是非拓扑等价的；当其参数满足一定条件
时，系统是混沌的 +与 ,24516等混沌系统相比，该系统具有更大的正 ,-./0123指数，能够产生复杂的混沌吸引子和
一些有趣的动力学行为 +最后，设计了实现该系统的混沌电路，电路实验结果与动力学特性分析、数值仿真完全相
符，从而验证了系统的混沌行为 +
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资助的课题 +

! A 引 言

在 ,24516发现第一个混沌吸引子之后的若干年
间［!］，,24516系统作为一个典型的混沌模型得到了
广泛、深入的研究 + "$世纪 %$至 )$年代是混沌理论
的发展时期，在此期间 7899:24构造了一个简单的三
维混沌系统［"］+上世纪 *$年代初发现了混沌可以控
制和同步，由此使人们把工程中的混沌现象从当初

作为一种科学探索逐步转移到极具潜力的工程应用

上来 +因此，有目的地产生混沌不仅是混沌理论研究
的需要，而且已成为混沌应用的关键问题 +在 ,24516
系统的基础上，!*** 年 ;<51 利用混沌反控制
（;<.2BCDCE.BC21）方法成功实现了一个与 ,24516 系统
相似但非拓扑等价的新混沌系统［#］，即 ;<51系统，
由此激发了人们对混沌生成的研究兴趣 +除偶然遇
到混沌外，有目的地产生混沌似有两种方法，一是

@/42BB的计算机穷举搜索法［(，&］，二是 ;<51的混沌反
控制法［’］+ 利用混沌反控制方法，文献［%，)］在
,24516系统基础上构造了一个 ,= 系统和一个统一
混沌系统 +近几年来，国内外对混沌和超混沌生成及
应用的研究已成为一个热点［*—"!］+
近来，文献［*］在 ,24516系统第一个方程中增加

了一个非线性乘积项，构成了一个新的自治混沌系

统 +与只含两个或一个非线性项的系统相比，该系统
有较复杂的动力学特性 +
本文利用混沌反控制方法构造了另一个新的三

维二次混沌系统 +系统代数结构及其参数的确定基
于混沌反控制思想［*］，即如果使系统出现混沌，则该

系统应是耗散的；系统应存在一些不稳定的平衡点，

尤其存在一些鞍点；系统还要存在一些非线性乘积

项，以便产生不同变量间的相互影响；系统的轨线是

有界的 +与 ,24516，7899:24，;<51，,= 系统相比，本文
提出的混沌系统多一个非线性项，因而出现了一些

与他们不同的复杂动力学特性 ，如存在五个平衡点

（,24516，;<51、,=系统有三个平衡点，7899:24系统仅
有两个平衡点），较大的正 ,-./0123 指数和较大的
混沌区间，较复杂的分岔行为等 +与文献［*］的系统
相比，本文提出的混沌系统由于增加的非线性乘积

项带有较大的权重系数，其代数结构也有不同，因而

其分叉、混沌行为更为复杂，且出现一些有趣的复杂

现象 +文中分析了新混沌系统的基本动力学特性，设
计了系统的实现电路，并通过理论分析、数值仿真和

电路实验验证了系统的混沌性 +

" A 混沌模型

文献［*］在 ,24516 系统中增加了一个非线性项
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!"，从而获得一个新的混沌系统
#·! $（! " #）# !"，

!·! %# " #" " !，

"·! #! " &" $ （%）
该系统每个方程中都含有一个非线性乘积项，

具有五个平衡点和较大的混沌范围 $与 &’()*+系统
相比，它有更复杂的分岔行为和动力学特性 $
基于 &,系统［-］，我们构造了一个新的三维二次

自治系统 $ &,系统为
#·! $（! " #），

!·! %! " #"，

"·! #! " &" $ （.）
在系统（.）第一个方程的括号中加入一个非线性乘
积项 !"，第二个方程中加入一个受系数控制的状态
变量 #，可得到一个新的系统

#·! $（! " # # !"），

!·! %# " #" # !，

"·! #! " &"， （/）
或

!·! ’（#）， （0）

其中 ! !（#，!，"）!"/，’（!）是（/）式右端矢量场的
向量形式，$，& 1 2，%"2均为实常数 $当 $ ! /3，& !
245，% ! .3 时系统存在一个混沌吸引子，如图 %
所示 $
可以证明，系统（/）与系统（%）以及 &’()*+，

67)*，&,系统是非拓扑等价的 $虽然系统（/）与系统
（%）相似，但系统（/）中的非线性乘积项 !" 有更大的
权重系数，从而加剧了不同变量间的相互影响，使得

它具有更复杂的分岔特性和混沌行为（参看图 /和
文献［5］中的图 .）$另外，系统（/）的参数 % 可以为
零，且当 % ! 2 时，它仍呈现混沌特性，尤其当 $，&
变化时，系统呈现与 &,系统类似但比之更为复杂的
转换特性，即系统可出现类 &’()*+（&’()*+89:;)）、类
67)*和类 &,吸引子，且随着参数 $，& 的变化，系统
可以在这三个吸引子之间连续过渡 $对于这些有趣
的现象，我们将在以后的论文中详细分析 $下面主要
分析系统（/）的基本动力学特性 $
然而，迄今还没有系统的理论方法用来设计一

个连续的混沌系统［%<］$下面采用数学分析和分岔分
析（仿真）相结合的方法研究系统的动力学特性 $

图 % 混沌吸引子及周期轨 （=），（>），（?）分别为吸引子在 #8!，#8 "，!8 " 平面上的投影；（@）为周期轨在 #8 " 平面的投影
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!" 基本动力学特性

系统具有自然的对称性，即作如下变换后：

（!，"，#）!（# !，# "，#） （$）
系统保持不变 %变换（$）可表示为

$：!! ! !!；" &! $"$ ’
# ( ) )
) # ( )









) ) (
，

它满足

%（$"）’ $%（"），
即系统（!）关于 # 轴对称，其轨道在 !*" 平面上的投
影对原点对称，且这种对称性对所有参数均成立 %
现在考虑系统的稳定性 %若 & + ) +!且满足

条件

# !’ , -
’ , ( . & . # ’ /（’ , (）， （0）

则系统（!）关于原点是全局、一致渐进稳定的 %若选
取 12345678函数为

(（!，"，#）’ (
-［!- ,（’ , (）"- , #-］，

容易验证

)( ’ # ’ , ’& , &
- （! # "）- # ’ # ’& # &

- !-

, !’ , ’& , & , -
- "- # *#- "

为保证 )( + )，在 & + ) + ’ 时须满足
’ , ’& , & . )及 !’ , ’& , & , - + )，

此即为条件（0）%与 179:6; 系统族中的混沌系统相
比，此稳定条件是苛刻的 %
由于散度

!

( ’ "!·

"! ,""·

"" ,"#·

"# ’ #（’ , * # (），

为了使系统成为耗散的，要求

’ , * # ( . )， （<）
例如可选 ’ ’ !$，* ’ )"=，此时系统以指数形式
收敛：

(（ +）’ (（)）:#（’, *#(）+， （>）
且 +!?时，包含系统轨线的每个小体积元以指数
率 #（’ , * # (）收缩到零，所有系统的轨线最终会
被限制在一个体积为零的极限子集上，其渐近运动

将被固定在一个吸引子上 %
令方程（!）右端为零，除解得 ! ’ " ’ # ’ ) 外，

还有如下解：

!(，- ’ @ *" (，!!，A ’ @ *" -，

"(，- ’ @ *" ( ,(，"!，A ’ @ *" - ,-，

#(，- ’ -(，#!，A ’ --，

其中

*( ’
*-(

-( # &，

*- ’
*--

-- # &，

,( ’ -( # &，

,- ’ -- # &，

-( ’（ & # (）, （ & , (）- ," A
- ，

-- ’（ & # (）# （ & , (）- ," A
- %

为保证系统（!）实平衡点的存在，须满足
*( . )，*- . )" （=）

在 .) 处线性化方程（!），得 B3C7DE36矩阵

/) ’
# ’ ’ )
& ( )
) ) #









*

和特征多项式

%（"）’"! ,（’ , * # (）"-

#（’ # ’* , ’& , *）" # ’*（( , &）%（()）
为了能够产生混沌，.) 应为不稳定的 %再考虑（<）式
和 F75GH*I59JEG;条件，有

’ , * # ( . )，（’ # ’* , ’& , *）. )
或

’*（ & , (）. )" （((）
从（((）式最后一项看出，’，*，（ & , (）须都为

正，或其一为正，另两皆负 %例如可取
’ . )，* . )，& . )， （(-）

在此条件下，（=）式亦成立 %（=），（((）式是系统（!）产
生混沌的必要条件，此时系统有 $个平衡点：

.) ’（)，)，)），

.(（ *" (， *" ( ,(，-(），

.-（# *" (，# *" ( ,(，-(），

.!（ *" -， *" - ,-，--），

.A（# *" -，# *" - ,-，--）%
其实，若解特征方程（()），可得特征根

"( ’ # *

"-，! ’ # ’ # (
- @ (

- （’ , (）- , -" ’&，

’ . )，* . )，& . )时，"( + )，"- . )，"! + )；若 & ’ )，
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则

!! " # !，!$ " !，!% " # " &
两种情况都保证原点是一个三维相空间中的鞍点 &
在平衡点 #!，#$ 线性化系统（%），得相同的特征

多项式

$（!）"!% ’（" ’ ! # !）!$ ’ %! ’ &，
其中

% " # " ’ "! # ! ’ !! ’ "’! ’ "’$
!

# "( # "(’! # "!! )$
!，

& " # "! ’ "!! ’ "!’! ’ "!! )! ’ "!’$
!

’ $"!! )! ’! ’ "!! )$
! # "!(

# "!(’! # "!()! &
在 " " %(，! " )*+，( " $( 时，线性化系统在 #!，#$

的 ,-./01-2矩阵具有相同的特征值：

!! " # 3%*4%!4；!$，% " 3*3!(+ 5 6%)*%)+(，
且满足 7819’21:/;［$$］定理，即对于三阶自治系统平衡
点的特征值"! 及#! 5 6$!，若满足

#!"! < )，且 ="! = > =#! =，
此时，系统（%）的矢量场满足产生混沌的鞍焦点条
件 &同时，如果系统的参数适当，则可满足形成奇异
鞍环的条件，因而可产生混沌振荡［$%，$3］&
在平衡点 #%，#3 的线性化系统亦具有相同的

特征方程，在上述典型参数下的特征值为

!! " # (!*3(3!；!$ " !3*$!+%；!% " $*%%3?*
这两个平衡点是不稳定的鞍点，不满足产生混沌的

条件 &

3 * 分岔分析

图 $示出了系统的 @A-BC2/;指数随参数 ! 变化
的特性（固定参数 " " %(，( " $(），图 %是变量 * 对
应的分岔图 &由图 $ 看出，系统（%）具有较大的正
@A-BC2/;指数，其典型参数下的值为 +! " 3*%!)?，+$

" )，+% " # %+*$)??，相应的 @A-BC2/; 维数为 ,@ "
$*!!* 在 " " %(，! " 3*+，( " $(时，系统具有最大的
正 @A-BC2/; 指 数 +! " ?*4??)，+$ " )，+% "
# 34*D?4$*而在其各自的典型参数下，@/EF2G系统、
H8F2系统和 @I 系统的最大 @A-BC2/; 指数分别为
)*+)34，$*!+%!和 !*$+%4*
由图 $，%看出，当 ! " )时，系统轨线被吸引到

一个平衡点上 &当 ! 由零逐渐增加至 )*((时，该区
间存在着三个小周期窗口与弱混沌区交替出现 & ,

图 $ @A-BC2/;指数谱，" " %(，( " $(，!!［)，+］

图 % 分岔图，" " %(，( " $(，!!［)，+］

!［)*+$，)*+?］对应的周期轨如图 !（J）所示 & ,!
［%*)(，%*)+］为拟周期，,!［3*)(，3*3(］为周期窗
口 & , > 3*3(之后，存在带状的混沌区，且随着 ! 的
增加，它变得越来越窄，最终退化为周期 &

( * 混沌系统的电路设计与实现

为了验证系统（%）的混沌行为，我们设计了图 3
所示的混沌电路 &该电路由三路模拟运算电路所组
成，分别实现系统（%）中状态变量 -，*，. 的运算 &其
中运放（@K%34）及其外围电路可实现加、减、反相、积
分运算；模拟乘法器（LMD%%）可实现非线性乘积项 &
图 3中 /3，/!?及 /!)分别对应系统参数 "，!，

(，在图 3所示电路参数下，固定 /3 " !):!（对应 "
" %(），/!) " +:!（对应 ( " $(），当 /!? " !3):!（对应

! " )*+）时，在硬件电路实验中示波器上观察到的混
沌吸引子如图 (（-），（0），（.）所示；当 /!? " ?4:!（对
应 ! " 3*$）时，出现了与图 !（J）相对应的周期轨，如
图 (（J）所示 &
与其它文献相比，该混沌电路全都采用反相输

入的运算电路，电路参数与系统参数有着明确的对

应关系，可调电路参数少，混沌范围大，实验与数值

仿真结果完全符合 &图 3电路不但验证了系统（%）的
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混沌行为，还可作为实际应用中（如混沌通信及混沌信息加密）的混沌信号源 !

图 " 系统（#）的混沌电路

图 $ 实验中观察到的混沌吸引子及周期轨 （%），（&），（’）分别为吸引子在 !("，!( #，"( # 平面上的投影；（)）为周期
轨在 !( # 平面的投影
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!" 结 论

本文提出了一个三维自治混沌系统，该系统虽

然比 #$%&’(，)*++,$%，-.&’ 和 #/ 系统多一个非线性
项，但它有着与这些系统明显不同的特性，如五个平

衡点、较大的 #0123’$4 指数及更复杂的动力学行
为 5理论上的动力学分析和数值仿真都说明了系统

的混沌性，这也通过实际的电路设计与实验得到了

证实 5所设计的混沌电路都采用了反相输入的运算
电路，使得电路参数与系统参数一一对应，可调电路

参数少，调节方便 5该系统的一些重要问题如复杂
性、控制和同步有待进一步研究 5本文提出的混沌系
统和混沌电路，可作为混沌信号源应用于混沌通信

和混沌信息加密之中 5
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