
柱输运管中扩散超声速辐射波的能流

蓝 可 贺贤土 赖东显 李双贵
（北京应用物理与计算数学研究所，北京 !"""##）

（$""%年 &月 $%日收到；$""%年 ’月 (日收到修改稿）

采用于敏关于直角坐标系下两平板间粒子传输的辐射能流计算的理论模型，给出了柱输运管中与径向位置相

关的谱辐射能流的计算公式 )研究结果表明，由于管壁的自由程远小于传输介质的自由程，从而导致辐射能流中几
何因子随径向变化，并认为这是最近关于扩散超声速辐射波实验中测得的辐射波强度随径向呈拱形分布的又一个

重要原因 )另外，还给出对横截面平均的谱辐射能流、以及当辐射与物质处于局部热动平衡时的辐射能流的计算公
式，并将其中的几何因子与人们传统的通过几何自由程获得的几何因子进行了比较 )为方便数值模拟，还给出了辐
射能流公式中含有多重复杂积分的几何因子的拟合表达式 )
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! , 引 言

辐射输运是发生在高温等离子体中十分重要的

现象，其输运特性决定于辐射与物质原子发生相互

作用过程并与是否亚声速和超声速传播密切有关 )
多年来，它是实验室聚变等离子体、天体等离子体等

关注的热点 ) 上世纪五六十年代，人们就利用辐射
输运方程从理论上对辐射传输开始了研究［!—*］)近
年来，随着大型激光器的问世，人们又开始通过实验

手段来观测辐射传输现象［&—-］)
由于辐射输运方程的求解非常复杂、困难，因而

人们通常采用扩散近似或辐射热传导近似来模拟和

研究辐射传输问题 )在光学厚度较厚的情况下，扩散
近似是一个非常有效的模型，即使在扩散近似条件

不严格成立的情况下［*］)事实上，扩散近似的应用非
常广泛，而人们对扩散近似下的各种物理现象的研

究也一直在不断深入 )另外，人们对超声辐射波也非
常感兴趣，因为当马赫数，即辐射波波阵面的速度与

被加热物质的声速之比，大于 *时，流体力学的运动
可以忽略，物质能够得到较均匀的加热 )最近，./01
等人利用他们的 2345/激光器对扩散超声速辐射波
进行了详细的观测［#，(］) 他们以激光驱动黑腔
（67689/:3）产生的 ;射线作为辐射源，利用掠入射
光栅谱仪和 ;射线条纹相机探测从嵌套在环形金
壁中的柱形 <=2$ 泡沫里穿透出来的辐射波，如图 !

所示 )实验结果表明，中心处的辐射波先于边缘处穿
透出来，且辐射波波阵面沿径向的变化呈拱形分布 )
他们利用数值模拟手段对此现象进行了分析，认为

这主要是由于管壁对辐射能的吸收造成的 )

图 ! 用黑腔靶（>7689/:3）产生的 ;射线做辐射源，研究辐射波

沿柱输运管传输的实验示意图

在利用扩散近似或辐射热传导近似研究辐射沿

柱输运管的传输时，需要计算辐射能流 )事实上，在
某些情况下，辐射平均自由程比传输通道的几何线

度大得多，这时光子的寿命主要取决于光子与固壁

的碰撞，因此几何线度是影响辐射能流大小的重要

因素 )
为简化起见，人们在数值模拟中常采用对横截

面平均的辐射能流或由简化模型得到的与径向位置

无关的几何自由程来描述光子与通道壁之间的碰撞
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和计算辐射能流［!"，!!］#对于柱输运管，几何自由程一
般取为 $! 或 %! &’，其中 ! 为输运管半径 #这样得
到的辐射能流与径向位置无关 #这显然与 ()*+等人
的实验观测结果不符 #另外，数值结果表明，在某些
情况下，采用 %! &’做几何自由程得到的扩散近似下
的辐射波波阵面明显超前于通过解辐射输运方程获

得的结果［!"］#
文献［!$］给出了直角坐标系中热传导近似下关

于两平板间粒子传输的辐射能流的计算方法 #本文将
其理论模型运用到柱坐标情况，给出柱输运管中随径

向位置变化的谱辐射能流的计算公式 #我们的研究结
果表明，除了管壁的吸能外，几何因素是导致中心处

的辐射波先于边缘处穿透出来以及辐射波波前沿径

向位置呈拱形分布的另一个重要原因 #
本文第 $节给出柱输运管中随径向位置变化的

谱辐射能流的推导过程，并定义表征几何线度对辐

射能流影响大小的几何因子、给出其计算公式 #由于
与径向位置相关的几何因子中含两重复杂的积分，

计算起来很费机时 #为节省计算时间，第 ’节给出该
几何因子的拟合公式 #为了考察简化模型下的几何
因子，第 ,节给出对横截面平均的谱辐射能流和几
何因子，并与简化模型下的几何因子进行比较 #对横
截面平均的几何因子含三重复杂的积分，同样地为

节省计算时间，给出其拟合公式 #第 -节给出辐射热
传导方程中能流的计算公式 #

$ . 与径向位置相关的谱辐射能流
!!（ "）

采用文献［!$］中关于直角坐标系下两平板间粒
子输运辐射能流的计算的理论模型，给出柱输运管

中随径向位置变化的谱辐射能流的推导过程并给出

几何因子的计算公式 #
令 "!（#，"，#）为空间 " 处、# 时刻，单位相空间

一个量子态上沿!方向传播的频率为!的光子数 #
# / $!，%$ / $!!，% 为光速 #! /!（"，#），如图 $ #
在物质处于局部热动平衡的假设下，忽略散射过程，

光子的输运方程为

""!（#，"，#）
"# 0 %!·

#

"!（#，"，#）

/ %$1!（ "!，& 2 "!（#，"，#））， （!）

其中 "!，& /
!

3
’!
$( 2 !
，是物质温度为 ( 时的 45)6*+谱分

布；$1!为有效吸收系数 #（!）式的解可以写成派尔斯

图 $ 光子在柱输运管中传输示意图

积分形式
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这里，) 是逆!方向距 " 的距离 #在 " 处，) / "#
定义 ;%/$1!; )，由于光速很快，假设物质性能

的变化在推迟时间 ) & % 内可以忽略，则（$）式可写为
"!（#，"，#）
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7
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注意到 ) 是逆!方向，
; "!，&
; ) 可以进一步写为

; "!，&
; ) / 2 !

$1!!
·

#

"!，&$1! # （,）

"<=’ 物 理 学 报 --卷



在重介质中，!!" 很大；在轻介质中，!!" 小 "由于光子
沿 ! 方向传输，光子主要在轻介质中变化，故可以取
下列近似：

#
!!"

!

""，#
轻
!

#
!!"

!

""，#
重
" $ " （%）

令#"，$为"光子由 ! 点逆! 方向到输运管内边界
（重介质）的光学长度，那么###"，$表示#点在轻介
质中，否则表示在管壁里 "于是有
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由于（,）式积分中有 -(# 因子，对于积分有贡献
的，只是离 ! 点附近几个#（几个自由程）区间 "如果

在这个区间，介质变化是均匀的，可以把!·

!

""，#
#
!!"

用 % ’ $ 的值近似 " 将（+）式代入（,）式，并利用

$
#"，)

$
#-(#&# .#"，)$

/

#"，)
-(#&# ’ # ( -(#"，)，得

""（"，!，&）’ ""，#（ !，&）

(!·

!
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#
!!" !，&
（# ( -(#"，)）"（0）

这样，平均每单位立体角上，与径向位置 ! 有
关的"光子的谱辐射能流#"为

#" ’ #
1"$
$

2’",

(2 ""（"，!，&）!&$

’ ( #
1"

2’",

(2

!

""，#
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!!"$$（# ( -(#"，$）!!&$
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!

)"，#· $ ( ,
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$

-(#"，$!!&( )$ ，（3）
其中 $ 为单位张量 "令 *) 为由 ! 点逆!方向到输运
管内边界（重介质）的距离，则#"，) ’!!"*) "由图 2和
图 ,得

*) ’ +2 ( ,2 . ,2 4562% % . ,456%
678&

’ + # (’
2 .’

2 4562% % .’456%
678&

， （9）

这里’’ , :+，为对管半径 + 归一化的相对径向位
置 "将#"，) ’!!"*) 和 *) 的表达式（9）代入（3）式，并

定义输运管中"光子的光学半径#; ’!!"+，我们看
到（3）式等号右边括号里的部分是#; 和’的函数 "

图 , 沿!方向传输的光线在柱横截面上的投影

我们定义这一部分为几何因子(（#;，’），表征几何
线度对"光子谱辐射能流的影响 "仅考虑 ! 方向的
辐射流，则

(（#;，’）

’ # ( ,
"$
"

$
$
":2

$

-<= (#+
# (’

2 .’
2 4562% % .’456%
678( )&

> 678&4562&&&&%" （#$）

定义"光子的物质自由程 *"，- ’ #
!!"
，于是#; 和 #"

可分别写为

#; ’ + : *"，-， （##）

#" ’ ( #
,(（#;，’）*"，-

!

)"，# " （#2）

图 1 不同#; 下，用（#$）式计算得到的(（#;，’）与用（#+）式拟

合的结果的比较（实线为（#$）式计算的结果，虚线为用（#+）式拟

合的结果 "当#; ’ $?#时，二者基本上完全重合）

在图 1中，给出了不同#; 下，(（#;，’）随’的
变化 "由图 1可以看到，(（#;，’）随’的增大而明显
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下降；当光学半径!!!"#$ 时，在管壁" % $ 处的

#（!!，"）约为中心处，即"% "处的 &"’ (这意味着，
辐射能流的大小随径向位置呈拱形分布，中心处最

大，管壁处最小 (由（&）式可知，这是由于管壁的自由
程远小于传输介质的自由程所导致的 (
近年来 )*+,等人的扩散超声速辐射波实验［-，.］

已经证实从柱输运管中穿透出来的辐射波强度明显

随径向位置变化，呈拱形分布，即中心处最强，管壁处

的最弱 (他们根据扩散近似下的数值模拟结果进行了
分析，考虑了视角因子（/0123*+456）、管壁材料的膨胀
（即通常说的等离子体堵口）和管壁的吸能等因素的

影响，认为管壁的吸能是形成拱形分布的主要原因 (
而我们的结果表明，几何因子随径向变化是使得辐射

波强度沿径向呈拱形分布的另一个重要原因 (
然而人们在用扩散近似模拟辐射输运时，通常

所取的几何自由程是常数［$"，$$］几何因子不随径向位

置变化，故由数值模拟得到的出射波强度随径向位

置的变化很小 (这样获得的数值模拟结果显然不符
合实验结果 (
从（$"）式看到，#（!!，"）是!! 和"的函数，它

的计算公式里含有两重复杂的数值积分，数值计算

起来很费机时 (为节省机时，在下一节里给出#（!!，

"）的拟合公式 (

7 # 几何因子#（!!，"）的拟合公式

将（ $"）式中对 $ 的积分分成 "，![ ]8 和

!
8，[ ]! 两段，并定义 ! % 90:%，" % 8$;!，把（$"）式整

理写成如下形式：

#（!!，"）

% $ < 7
8"

$

"

= ""
$

"

! $ < !# 8 = !

> (1?@ <!!

$ <"
8 A"

8 +598 !8# " A"+59!8 " )!

< 7
8"

$

"

= ""
$

"

! $ < !# 8 = !

> (1?@ <!!

$ <"
8 A"

8 +598 !8# " <"+59!8 " )! (

（$7）

定义对 " 积分的"的函数 #（"）和 $（"）：

#（"）$"
$

"

$ <"
8 A"

8 +598 !8( )# " A"+59 !8( )( )" = "，

（$B）

$（"）$"
$

"

$ <"
8 A"

8 +598 !8( )# " <"+59 !8( )( )" = "，

（$&）
则#（!!，"）可以用下式拟合得到：

%#（!!，"）% $ < 7
8"

$

"

! $ < !# 8 = !1<!!
#（"）
!

< 7
8"

$

"

! $ < !# 8 = !1<!!
$（"）

! ( （$C）

通过数值模拟，得到 #（"）和 $（"）的拟合公式：

#（"）%
$ A %$" A %8"

8 A %7"
7

$ A %B" A %&"
8 A %C"

7， （$D）

$（"）%
$ A &$" A &8"

8 <（$ A &$ A &8）"
7

$ A &7" A &B"
8 A &&"

7 ，

（$-）
其中

%$ % < "#7.BB$，%8 % < "#C.7DD，%7 % "#8"-8&，

%B % $ ("8CC，%& % " ($D$&8，%C % < " ("&"C7D；

&$ % $ (C$7.，&8 % < & (C$87，&7 % 8 (8B--，

&B % < 7 (.""$，&& % " (.$-"B (
进一步地，根据中值定理，分别定义 !—#，!

—
$ 为 !

在（$C）式右边两个积分中的中值，并定义!!，#（"）%

!! #（"），!!，$（"）%!! $（"），最后得到#（!!，"）的
拟合公式为

#拟（!!，"）% $ < 7
8 !—# $ < !—8# # 1<

!!#（"）

!—#

< 7
8 !—$ $ < !—8# $ 1<

!!$（"）

!—$ ，（$.）

这里，!—#，!
—

$ 是!! 和"的函数，可以用下式来拟合：

!—# %
!" A !$!!，#（"）A !8!8

!，#（"）A !7!7
!，#（"）

$ A !B!!，#（"）A !&!8
!，#（"）A !7!7

!，#（"）
，

（8"）

!—$ %
!" A !$!!，$（"）A !8!8

!，$（"）A !7!7
!，$（"）

$ A !B!!，$（"）A !&!8
!，$（"）A !7!7

!，$（"）
，

（8$）
其中

!" % " (7&C-88，!$ % C (C7&C，!8 % $8 (".$，

!7 % 8 (8C"C，!B % $- ("&C，!& % 8" (C.- (
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图 !给出了不同!" 下"（!"，#）与"拟（!"，#）
的计算结果 #可以看到，二者符合得很好，最大误差
低于 $%& #

! ’ 对柱横截面平均的谱辐射能流
!!$（ "）和几何因子""（!"）

在数值模拟中，人们常用由简化模型得到的几

何自由程来计算辐射能流 #本节给出对横截面平均
的谱辐射能流和几何因子，并与简化模型下的几何

因子比较 #
将 !$对柱横截面求平均，由（$(）式得

!!$ ) (!
!#

"

%

!$#* #

) + $
,
""（!"）· $$，%

"

&$，’， （((）

这里 ! )!"(，为柱横截面；""（!"）为"（!"，#）对横
截面平均的几何因子：

""（!"）) (#
$

%
"（!"，#）#*## （(,）

令 ( )%
!
，) ) -./&，经整理得

""（!"）) $ + 0#
$

%
#*##

$

%

* (#
$

%

* )· ) $ + )$ (

1 234 +!"
$ +#

( 5#
( 67-(（!($ ）5#67-（!(）( ))

#

（(!）
可以看到，""（!"）是$光子光学半径!" 的函数 #当

!" ) %时，""（!"）) %；当!"%8时，""（!"）) $#图 9
给出了""（!"）随!" 的变化 #由图 9可见，%&""（!"）

&$，而且""（!"）随!" 的增大而增大 #由（((）式看
到，""（!"）越接近 $，表示几何线度对辐射能流的影
响越小；反之，则越大 #这意味着，当一个$光子的
光学半径!" 很大时，该光子的辐射能流主要取决于

其物质自由程，受输运管的几何线度的影响很小 #当

!"%8时，由（((）式得到

!!$ ) + $
, $$，%

"

&$，’， （(9）

即对!"’$的光子，谱辐射能流!!$与输运管半径 "
无关 #
从（(!）式看到，* 的计算包含三重复杂的积分，

数值模拟中很费机时 #我们用下面的拟合公式来计
算""（!"）：

图 9 ("（!"）与"(，":;,随!" 的变化

""拟 )
+$!" 5 +(!(

" 5 +,!,
"

$ 5 +!!" 5 +9!(
" 5 +,!,

"
， （(0）

其中

+$ ) $ #<<9:，+( ) ,: #0:(，+, ) (( #:(<，

+! ) (, #!%:，+9 ) !0 #:<= #
表 $给出了不同!" 下，""拟 与""（!"）的比较 #计

算结果表明，（(0）式的最大拟合误差小于 $& #

表 $ 几何因子("（!"）和("拟，"( 及":;,的比较 #

其中("拟 是用拟合公式（(0）算得的结果

!" %’%$ %’$ %’! $ ( $%
("（!"） %’%$< %’$0 %’!, %’0= %’:( %’<0
("拟 %’%$< %’$0 %’!, %’0= %’:( %’<0

"( %’%(% %’$= %’!! %’0= %’:% %’<9

":;, %’%(0 %’($ %’9( %’=, %’:! %’<0

对于柱输运管，人们常用到的几何自由程有

:" ;, 和 ("，对应的几何因子分别为 ":;, )
$

$ 5 $$，% ;（:" ;,）
，"( )

$
$ 5 $$，% ;（("）

#图 9和表 $分别

给出了不同!" 下，":;,，"( 与""（!"）的比较 #可以看
到，当!" > 9时，三者均趋近于 $，几何线度几乎不
影响辐射能流；当!" ? $时，"( 与""（!"）很接近，但

":;,大了约 ,%& #特别地，当!")$时，由（(0）式得，
""拟*"(*(!" #这时，由（((）式得

!!$*+ (
, "

"

&$，’， （(=）

因而对!")$ 的光子，谱辐射能流!!$ 正比于输运
管半径 " #
一般地，人们在用扩散近似或辐射热传导近似

模拟 @射线的传输时，常用":;,计算辐射能流 #通过
与求解辐射输运方程获得的结果（下面简称为输运

结果）比较发现［$%］，采用":;,得到的扩散下的辐射能

流快于前者；辐射波波头明显超前 #我们的研究表
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明，在辐射波的波头，主要是高频光子的贡献，而高

频光子的吸收系数!!" 一般较小，#" 通常远小于 # $
这样的情况下，如前所述，$%&’比!$（#"）大 ’()，故用

$%&’得到的扩散下的高频光子的能流比输运结果快

得多，从而使得辐射波波头超前 $

* + 辐射热传导方程中的能流

当辐射与物质处于温度为 ! 的局部热动平衡，
谱分布为 ,-./01分布时，人们一般求解的是辐射热
传导方程 $这里给出辐射热传导方程中能流的计算
公式 $将（2）式改写成

3 ""，#
3 $ 4

3 ""，#
3!

3!
3 $ 4 5

3 ""，#
3!
!·

!

!
!!" !!" $ （6%）

同样采用第 6节的均匀介质近似，把
3 ""，#
3!
!·

!

!
!!"
用 $

4 (的值近似，由（’）式得

""（!，"，%）4 ""，#（"，%）5
3""，#
3!
!·

!

!
!!" "，%
（# 5 75"#8），

（69）
这里"#8 是#"8对"的平均 $这样，总辐射能流 #（对

"和%积分）为

# 4#&!""（!，"，%）’"
63’ (
（6"）’

4#
%
#

:

(

6’"’

&6 ""（!，"，%）3"!3%

4 5
)" &
’ 2*!’

!

!· $ 5 ’
2"#!!75"#8（!）3{ }% ，

（’(）
其中 * 为辐射密度常量，)" 为 ";<<-./3平均自由程，

)" 4
#

:

(

3 "#
3!

%"’"’

!!"&
’ 3"

#
:

(

3 "#
3!

%"’"’

&’ 3"

4 #
2*!’#

:

(

3 "#
3!

%"’"’

!!"&
’ 3"$ （’#）

将 # 对柱横截面求平均，得到辐射平均流

$# 4 6"
"+6#

+

(

#,3 , $

4 5
)" &
’ 2*!’

!

! # 5 ’
2"

6
+6#

+

(
#
%

75"#-!!3%,3( ),
4 5

)" &
’ 2*!’

!

!·!$（"#"）， （’6）

这里的!$（"#"）与上一节中的!$（#"）形式一样，但计

算中所用的是对"平均的光学半径"#" $

= + 结 论

我们采用文献［#6］中关于直角坐标系下两平板
间粒子输运辐射能流计算的理论模型，给出了随径

向位置变化的谱辐射能流的计算公式 $研究结果表
明，由于管壁的自由程远小于传输介质的自由程，辐

射能流的大小与径向位置有关，辐射能流中表征几

何线度影响大小的几何因子$（#"，&）随&的增大而
明显下降 $我们指出，这是导致辐射波波阵面沿径向
呈拱形分布的另一个重要原因 $我们进一步给出了
对横截面平均的谱辐射能流的计算公式，以及当辐

射与物质处于局部热动平衡时辐射热传导方程中能

流的计算公式，并将其中的几何因子!$（#"）与采用

6+ 和 %+ &’ 做几何自由程得到的几何因子$6，$%&’

进行了比较 $结果表明，当#" > #时，$6 与!$（#"）很

接近，但$%&’大了约 ’()；当#" ? * 时，三者均趋于

#，几何线度对辐射能流的影响可以忽略不计 $为节
省数值模拟时间，我们分别给出了随径向变化的几

何因子和对横截面平均的几何因子的拟合公式，前

者的最大拟合误差小于 #()，后者的小于 #) $

谨以此文献给于敏院士八十华诞 $
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