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基于推广的立方非线性 *+,-./01231.方程对一般形式的变系数非线性 456273-.8,2方程进行研究，讨论了无啁啾
情形的孤子解，发现了包括亮、暗孤子解和类孤子解在内的一些新的精确解 9 同时对基本孤子的色散控制方法进
行了简单讨论 9 作为特例，常系数非线性 456273-.8,2方程和两类特殊的变系数非线性 456273-.8,2方程的结果和已
知的形式一致 9此外，还研究了一个周期增益或损耗的光纤系统，得到了有意义的结果 9
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$ < 引 言

非线性光学研究的一个重要问题是孤子运动，

特别是在光纤中的孤子更引人注目 9 光学孤子是一
种相干光载频的脉冲调制波 9 理想无损耗单模光纤
中光学孤子满足非线性 456273-.8,2 方程

-!" = $
# !## > ? ! ? # ! @ %， （$）

其中，! 表示波包幅值，" 和 # 分别是波的纵向传播
距离和延迟时间 9 满足该方程的基本孤子在光纤中
可以传播无限长的距离而不会有信息失真和波形畸

变，具有很高的传输码率，因而引起了物理学家们的

极大兴趣，并在理论和实验上都取得十分成功的结

论 9 但自从 A18BCD2,E等［$］在实验室实现了光纤中双
曲型衰减的群速度色散，并进一步在孤子通信中实

现了可控光孤子和孤子脉冲串［#］，对变系数非线性

456273-.8,2方程的研究引起了人们的充分注意 9 在
实际光纤中由于损耗使光脉冲功率沿光纤指数衰

减，使非线性和色散效应之间的平衡遭到破坏，影响

了光孤子的传输，因此人们通常采取使光纤参数（色

散和非线性）沿纵向缓慢变化［"—(］或利用绝热放

大［F，:］的方法来维持光孤子在实际通信系统中的传

输 9 这样，光纤通信中孤子的传输遵循如下形式的

变系数非线性 456273-.8,2 方程：

-!" > $
#!（ "）!## >"（ "）? ! ? # ! @ -#（ "）!，（#）

其中，!（ "），"（ "），#（ "）分别是纵向距离缓变的二阶
色散、非线性系数和绝热放大（增益）或损耗 9#（ "）
G %表示增益，#（ "）H %表示损耗 9 方程（#）在其他
物理领域（如等离子物理、流体动力学和固体物理）

中也有重要的地位 9
研究变系数非线性偏微分方程主要采用数值求

解或近似微扰求解［&，F，$%］9 近年来对变系数非线性
偏微分方程的求解也提出了多种有效的方法［$$—$"］9
最近，人们通过分离变量法［$&］、基于 IBJ 对的
KB2L1MJ变换法［$’］、推广的 N-5BCC- 方程展开法［$)］对
变系数非线性 456273-.8,2方程进行了较为深入的探
讨 9 特别是文献［$(］采用自相似技术对方程（#）给
出了一大类自相似解，获得了一些具有啁啾情形的

有价值结论 9 本文借助推广的立方非线性 *+,-./
01231.（*0）方程进一步对方程（#）进行研究，讨论了
无啁啾情形的孤子解问题 9 在此基础上构建出常系
数非线性 456273-.8,2方程和四类光纤变系数非线性
456273-.8,2方程的孤子解 9 与文献［$(］所提出的先
引入绝热放大（增益）或损耗#（ "）和二阶色散

!（ "）、非线性系数"（ "）的关系式再用基于 IBJ对的
KB2L1MJ变换法求解方程（#）不同，我们的方法最后
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自然会得出!（ !）和"（ !），#（ !）所满足的关系式 !
作为特例的常系数非线性 "#$%&’()*+%方程（,）和三
类特殊的变系数非线性 "#$%&’()*+%方程，本文的结
果可以退化成为已知的形式［,-，,.，,/，,0］；同时两类变

系数非线性 "#$%&’()*+%方程的结果与相关文献采用
其他方法得到的结果一致 ! 此外，我们着重研究了
一个周期增益或损耗的光纤系统，并发现了一些有

意义的结果 !

1 2 变系数非线性 "#$%&’()*+% 方程的孤
子解

为了得到方程（1）更多的孤子解，我们引入推广
的立方非线性 34方程［,-］

$1
% 5 1（ "6 7 ",$ 7 "1$1 7 "8$8 7 "9$9），

$%% 5 ", 7 1"1$ 7 8"8$1 7 9"9$8，
（8）

其中，%5%（ !，#），"$（ $ 5 6，⋯，9）是任意常数 ! 通过
直接运算，当 ", 5 6，方程（8）具有双曲正切和双曲
正割型在物理上有意义的解

$ 5 :
"1
"! 9
;+#$（ 1"! 1%），

"6 5 "8 5 6，

"1 < 6， "9 = 6；

$ 5& :
"1
1"! 9

>?)$（ : "! 1%），

"6 5 "11 @（1"9），
"1 = 6， "8 5 6， "9 < 6，

&1 5 ,；

$ 5
"1 ;+#$1（ 1"! 1%@1）

1& "1 "! 9 >?)$（ 1"! 1%@1）: "8
， （9）

"6 5 ", 5 6，
"1，"9 < 6，

&1 5 ,；

$ 5
1"1 ;+#$（ 1"! 1%）

"81 : 9"1 "! 9 : "8 ;+#$（ 1"! 1%）
，

"6 5 ", 5 6，
"1 < 6，

"18 :9"1 "9 < 6；

$ 5
"1 "8 ;+#$1（& 1"! 1%@1）

"1 "9（, : >?)$（& 1"! 1%@1））1 : "81
，

"6 5 ", 5 6， "1 < 6，

&1 5 , !
首先对方程（1）作变换

%（ !，#）5 &（ !，#）+AB（(’（ !，#））， （-）
其中，&（ !，#）是振幅函数，’（ !，#）是相位函数 ! 对
方程（1）分离实部和虚部，有

: &’! 7 ,
1"（ !）（&## : &’1

#）7#（ !）&8 5 6，（.）

&! 7 ,
1"（ !）（1&#’# 7 &’##）:!（ !）& 5 6!（C）

平衡方程（.）中的最高阶导数项 &##和非线性项 &8，

有 ’ 5 ,!因此我们假设方程（.）和（C）的解有如下
形式：

&（ !，#）5 (（ !）7 )（ !）$（%）， （/）
% 5 *（ !）# 7 +（ !），

’（ !，#）5(（ !）# 7)（ !）， （0）
其中，(（ !），)（ !），*（ !），+（ !），(（ !）及)（ !）都
是 ! 的函数，$（%）满足方程（8）! 光脉冲宽度与
*（ !）有关，群速度与 +（ !）有关 ! 把方程（/），（0）
和（8）代 入 方 程（ .）和（ C），并 且 令 #,$- 和

1（ "6 7 ",$7 "1$1 7 "8$8 7 "9$9! ）（ , 5 6，,，- 5 6，

,，1，8）前的系数为零，有
)! 5!)，
(! 5!(，
*! 5 6，

+! 7 *(" 5 6，
: ((! 5 6，
: )(! 5 6，（,6）

)（1*1 "9" 7#)1）5 6，

) 8
1 *1 "8" 7 8#( )() 5 6，

: ) )! : *1 "1 : ,
1(( )1

" : 8#([ ]1 5 6，

: ( )! 7 ,
1(

1
" :#(( )1 5 6 !

利用吴消元法和 D?BE+程序，得到
"8 5 6，
( 5 6，

) 5 ., +AB"
!

6
!（*）/( )* ，

* 5 .1，

( 5 .8， （,,）

+ 5 : .1 .8"
!

6"
（*）’*，

)（ !）5 .1
1 "1 : ,

1 .( )1
8"

!

6"
（*）’*，

1.1
1 "9"（ !）5 :#（ !）.1

, +AB 1"
!

6
!（*）/( )* !
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和

!! !"，

" #
!! #$

%!%
&’("

$

"
!（"）)( )" ，

% # #$ &’("
$

"
!（"）)( )" ，

& # #*，

# # #!，

’ # + #* #!"
$

"$
（"）)"， （$*）

%（ $）#"
$ [
"

+ $
* #*

!$（"）,
!! #$

$-!%&
（"）

. &’("
$

"
!（"）)( ) ]" )"，

*#*
* !%$（ $）# +&（ $）#*

$ &’( *"
$

"
!（"）)( )" ，

!!* # %!* !% /
（$$），（$*）式中的 #$，#*，#! 是任意常数 / 联合（0），
（1），（2），（$$）和（$*）式，可得到方程（*）的如下四组
精确孤立波解：

($ # #$ +
!*
!# %

[&’("
$

"
!（"）) ]"

. [3&45 *!# * #* ) + #!"
$

"$
（"）)( ) ]"

. &’(［6（#! ) ,%（ $））］， （$!）
其中，

%（ $）# #*
* !* + $

* #( )*
!"

$

"$
（"）)"，

!* 7 "， !% 8 "，

$（ $）# +
&（ $）#*

$ &’( *"
$

"
!（"）)( )"

*#*
* !%

/

（$%）

(* # #$ +
!*
*!# %

&’("
$

"
!（"）)[ ]"

. [9:;5 + !# * #* ) + #!"
$

"$
（"）)( ) ]"

. &’(［6（#! ) ,%（ $））］，
（$0）

其中，

%（ $）# #*
* !* + $

* #( )*
!"

$

"$
（"）)"，

!* 8 "， !% 7 "，

$（ $）# +
&（ $）#*

$ &’( *"
$

"
!（"）)( )"

*#*
* !%

/

（$-）

(! #
#$

*
!*
!#%
&’("

$

"
!（"）)[ ]"

. $ ,
3&45* !*#* #* ) + #!"

$

"$
（"）)( )[ ]"

’9:;5 !*#* #* ) + #!"
$

"$
（"）)( )[ ]" +{ }$

. &’(［6（#! ) ,%（ $））］，
（$<）

其中，

%（ $）#"
$ ["

+ $
* #*

!$（"）,
#$

$-
!*
!#%
&（"）

. &’("
$

"
!（"）)( ) ]" )"，

!* 7 "， !% 7 "，

’ # = $，

$（ $）# +
&（ $）#*

$ &’( *"
$

"
!（"）)( )"

*#*
* !%

/

（$1）

(% #
#$

*
!*
!#%
&’("

$

"
!（"）)[ ] {"

$
* ,

3&45* ’
!*#* #* ) + #!"

$

"$
（"）)( )[ ]"

$ + 9:;5’
!*#* #* ) + #!"

$

"$
（"）)( )( )[ ]"

*

+ }%
. &’(［6（#! ) ,%（ $））］， （$2）

其中，

%（ $）#"
$ [
"

+ $
* #*

!$（"）,
#$

1
!*
!#%
&（"）

. &’("
$

"
!（"）)( ) ]" )"，

!* 7 "， !% 7 "，

’ # = $，

$（ $）# +
&（ $）#*

$ &’( *"
$

"
!（"）)( )"

*#*
* !%

/ （*"）
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解（!"）和（!#）式与文献［!$］得到的结果是一致的 %
由（!"）和（!#）式可知，孤子的速度由 !"!（ "）决定，

相移与 !&
& #& ’

!
& !( )&

" !（ "）有关，时间移动由

!"!
"

(!
（"）)"来描述 % 所以我们可以选择合适的光

纤色散参数!（ "）来控制孤子的速度、相移和时间移
动 % 由（!$），（!*），（!+）和（&(）式可得绝热放大（增
益）或损耗#（ "）满足

#（ "）,$!" ’!$"

&$!
% （&!）

由（!$）式知，亮孤子（!"）式的振幅

!! ’
#&
#" $

-./!
"

(
#（"）)( )" ,

&#&!"$ !& %

当$为常数时，损耗#（ "）和振幅都可由色散参数

!（ "）来控制 % 对具体的问题通过选择合适的分布参
数$（ "），!（ "），我们可以获得具体形式的精确孤
子解 %

" 0 几种具体的光纤控制模型

!"#" 常系数非线性 $%&’()*+,-’方程

在方程（&）中，令

!（ "）, 1 !，

$（ "）, !，
因而

#（ "）, (，
可得常系数非线性 23456)789-5方程（!）%
当!（ "）, !（反常色散区）时，由方程（!"）有亮

孤子解

$! , !! ’
#&
#" $

:-34［ &#" & !&（ % ’ !" "）; &!］

< -./ 7 !" % ; !&
& #& ’ !

& !( )&
"( )" ; &[ ]& ，

（&&）
其中，

!&
! , ’ &!&

& #$，

#& = (， #$ > (，
且 &!，&& 为积分常数 %
当!（ "）, ’ !（正常色散区）时，由方程（!#）有

暗孤子解

$& , !! ’
#&
&#" $

?@84［ ’ #" & !&（ % ; !" "）; &!］

< -./ 7 !" % ’ !&
& #& ’ !

& !( )&
"( )" ; &[ ]& ，

（&"）
其中，

!&
! , &!&

& #$，

#& > (， #$ = (，
且 &!，&& 为积分常数 % 由方程（&&）可看出亮孤子的

振幅 !! ’
#&
#" $
反比于脉冲宽度，

!
&#" & !&

, !

!! ’
#&
#" $

，

但波速 !" 与振幅无关 % 暗孤子解（&"）式也有类似
的结论 % 而此结论是熟知的，所以我们的方法是合
理的 %

!"." 第一类变系数非线性 $%&’()*+,-’方程

在方程（&）中，令

!（ "）, &，

$（ "）,（% ; !）-./（’ &%"），
因而#（ "）,%（常数），可得

7$" ; $%% ;（% ; !）-./（’ &%"）A $ A& $ , 7%$ %（&$）
方程（&$）描述拥有常数增益且指数形式变化的非线
性光纤中的现象［!*］% 由解（!"）式得

$ , !! ’
#&
#" $
-./（%"）:-34［!& &#" &（ % ’ !" "）; &!］

< -./ 7 !" % ; & !&
& #& ’ !

& !( )&
"( )" ; &[ ]& ，

（&#）
其中，

（% ; !）!&
! , ’ $!&

& #$，

#& = (， #$ > (，
且 &!，&& 为积分常数 % 该解与文献［!+］中得到的结
果是一致的 % 从方程（&#）可知，孤子的幅值随传播
距离呈指数形式增加而脉冲宽度保持不变，强度

A $ A & 随%单调变化，我们可以选择%单调变化来补
偿光纤的损耗 %

!"!" 第二类变系数非线性 $%&’()*+,-’方程

在方程（&）中，令

!（ "）, &，

$（ "）,%［:78（ "）; &］&
［:78（%"）; &］&

，

因而
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!（ !）! ""#$（"!）
$%&（"!）’ " ( "#$（ !）

$%&（ !）’ "，

可得第二类变系数非线性 )"*+,-%&./+方程［01］

%#! ’ #$$ ’"［$%&（ !）’ "］2
［$%&（"!）’ "］2 3 # 3 2 #

! % ""#$（"!）
$%&（"!）’ " ( "#$（ !）

$%&（ !）’[ ]" # 4 （21）

由方程（05）得

# ! %0 (
&2
&! 6

$%&（"!）’ "
$%&（ !）’ "

7 $/"*［%2 2&! 2（ $ ( %5 !）’ "0］

7 /89 % %5 $ ’ 2 %2
2 &2 ( 0

2 %( )2
5( )! ’ "[ ]2 ，

（2:）
其中，

"%2
0 ! ( 6%2

2 &6，

&2 ; <， &6 = <，
且 "0，"2 为积分常数 4 该解与文献［0>］中得到的结
果是一致的 4 非线性系数#（ !）和增益或损耗!（ !）
是传播距离 ! 的周期函数，孤子幅值也是传播距离
! 的周期函数，而强度 3 # 3 2 是振动形式的解，其具
体形式如图 0（?），其相应的轮廓图见图 0（@）4由图 0
（@）可知，孤子幅值作周期振动 4

!"#" 色散缓变光纤变系数非线性 $%&’()*+,-’方程

色散缓变光纤变系数非线性 )"*+,-%&./+ 方
程［01］可以表示如下：

%#! ’ 0
2 0 ( !

"( )
0

#$$ ’ /89 ("2( )! 3 # 3 2 #

! ( %
’

-’
- ! #， （2>）

其中，’（ !）为光纤的有效芯径；"0 为色散缓变参数，

它表示光纤色散沿脉冲传输方向减小的快慢程度；

"2 描述光纤损耗引起的非线性随传输距离的指数

衰减 4 方程（2>）描述了皮秒脉冲在色散缓变单模光
纤中孤子效应压缩过程的数学模型，文献［0A］用数
值计算进行了研究 4 由方程（05）得

# ! %2
&2"0

"0 (! !/89
0
2"2( )!

7 $/"* %2 2&! 2 $ ( %5 ! ( !2
2"( )( )

0
’ "[ ]0

7 /89 % %5 $ ’ %2
2 &2 ( 0

2 %( )2
5 ! ( !2

2"( )( )
0

’ "[ ]2 ，

（2A）

图 0 形如解（2:）式的强度 3 # 3 2 的演化图（?）及轮廓图（@）

%0 ! 2
5 ，%2 ! 0

2 ，%5 ! 0
5 ，&2 ! 0，&6 ! ( 0，"0 ! "2 ! <，

" ! 2，"! 0
6

其中 "0，"2 为积分常数 4
光纤的有效芯径

’（ !）!
%0

%2
( "0

2&6（"0 ( !! ）
/89 ( 0

2"2( )! ，
（5<）

其中，

&2 ; <， &6 = < 4
由方程（2A），（5<）可知，孤子幅值随传播距离呈指数
形式增加而脉冲宽度保持不变 4 光纤的有效芯径随
传播距离呈指数形式衰减 4

!"." 周期增益或损耗的光纤系统

我们考虑

$（ !）! 0
$<

/89（%!）#（ !），

#（ !）!#< ’#0 "#$（(!），
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由方程（!"）得参数! #"!，" $ % 对应色散渐缓光

纤 & 这里，#%，#" 和 ! 描述 ’())非线性，$% 与系统的

初始入射峰值功率有关 & 代入方程（!）可得

*"# + "
!$%

(,-（"#）（#% +#" ./0（!#））"$$

+（#% +#" ./0（!#））1 " 1 ! " # *"! " & （2"）

由方程（"2）得

" # %" 3
&!
&! 4

(,- "!( )# [0(.5 !&! ! % (! $ 3 %2 (,-（"#）
#%

" +#""./0（!#）+#" !0*6（!#）
"! + !( ) )! + ’ ]"

7 [(,- * %2 $ + %!
! &! 3 "

! %( )!
2 (,-（"#）#%

" +#""./0（!#）+#" !0*6（!#）
"! + !( )( )! + ’ ]! ， （2!）

图 ! 取不同"值时形如（2!）式的强度 1 " 1 ! 的演化图 （8）"# %，（9）"# %:%;，（.）"# 3 %:%; & %" # %2 # "，%! #!!! ，#% # %:"，#" #$% # !

# "，&! # 3 &4 # "，’" # ’! # %

其中，

$% %!
" # 3 !%!

! &4，

&! < %， &4 $ %，

且 ’"，’! 是积分常数 &
我们选择不同的"值有不同的物理含义，即"

< %表示增益，"$ %表示损耗 & 由解（2!）式可知，亮
孤子的速度与

%2

$%
［#% +#" ./0（!#）］(,-（"#）

有关，相移由

!%!
! &! 3 %!

2

!$%
［#% +#" ./0（!#）］(,-（"#）

决定，时移为

(05*=> # %2 (,-（"#）
#%

" +#""./0（!#）+#" !0*6（!#）
"! + ![ ]! &

孤波脉冲宽度保持常数
"

!&! ! %!

&在色散渐缓光纤尾

端，孤波速度从刚进入时的初始值减小为一个较小

值，时移接近某一常数值 & 取不同"值的演化行为
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如图 !所示，图中取 !" # !$ # "，!! #!
!
!，!% # %&"，

!" #"% # " # "，#! # ’ #( # "，$" # $! # % ) 由图 !可
知，亮孤子的速度和时移随色散的改变而改变，而孤

子脉冲宽度保持不变，这是孤子的一个重要特征 )
由于增益（#* %）的存在孤子的振幅增加，同样存在
损耗（#+ %）使孤子的振幅减小，分别如图 !（,）和
（-）所示 ) 通过对#的控制可达到我们预期的目的，
设计出合理的光纤来传输信息 )

( & 结 论

本文借助推广的立方非线性 ./方程对变系数
非线性 0-123456782方程进行了研究，发现了一些新

的精确解，包括亮、暗孤子解和类孤子解 ) 同时我们
对基本孤子的色散控制方法进行了简单的讨论 ) 事
实上，用这种方法还可以得到 9:-;,5椭圆函数解和
三角函数解，由于篇幅的限制，我们未对这些解进行

讨论 ) 作为特例，构建了几类非线性 0-123456782方
程的孤子解，其中对于常系数非线性 0-123456782方
程（"）和两类特殊的变系数非线性 0-123456782方程，
本文的结果和已知的形式一致 ) 此外，还研究了一
个周期增益或损耗的光纤系统，得到了有意义的结

果 ) 由于求解变系数非线性偏微分方程的复杂性，
我们得到的仅是这些方程的部分解 ) 值得指出的
是，用本文的方法求变系数非线性偏微分方程的精

确解不失为一种有效的途径，需要继续探讨 )
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