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从理论上分析了几个混沌映射相乘的规律，提出了混沌相乘的思想 +数值仿真与理论计算结果表明，几个混沌
映射相乘仍然具有非线性动力学特性和分岔序列 +并且具有混沌吸引子和对初值敏感性 +混沌的乘法概念具有重
要的理论意义和应用价值 +
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! = 引 言

在上个世纪末，随着近代科学的迅猛发展，混沌

作为边缘学科已经成为一项热门话题 +人们已经认
识到混沌过程可能对初值的敏感性问题，系统从规

则运动变到混沌运动的一些道路已经为人所知 +所
谓混沌是指在确定性系统中出现的一种貌似无规

则、类似随机现象，是普遍存在的复杂运动形式和自

然规律 +在这些看似杂乱无章的表面现象下却有着
惊人的相似的运动规律 +混沌现象是非线性动力学
系统在一定条件下所表现的一种运动形式，是发生

在确定性系统中的一种不确定行为，表现在混沌系

统具有分维吸引子和对初值敏感性，由于非线性的

动力学系统的运动状态失稳而出现混沌状态是非常

普遍的现象 = 在过去的几十年中，非线性动力学的
知识已经应用到范围极其广泛的各个领域［!—(］+
自然界中的很多混沌现象并不是一个简单形

式 +在许多情况下混沌系统是由几个相同或不同结
构的混沌映射相乘的结果，本文就这一类混沌系统

的特点进行了分析，通过各种相乘组合和改变系统

参数，相乘系统的混沌行为和分岔序列出现了很多

鲜为人知的现象，并在 >30?46;@ 指数谱上体现出
来 +得到了许多新的相乘系统的混沌行为变化规律 +
由于相乘混沌系统的组成形式繁多，文章中主要对

两个相同或不同混沌映射相乘而构成的新系统进行

分析，经过计算机模拟仿真实验，从中得到了许多不

同组合的相乘混沌系统的非线性动力学特性和分岔

序列［&—!!］+

" +相乘混沌系统的动力学模型

首先考虑有 ! 个混沌映射的基本形式，其动力
学差分方程为

"#
$A! B %（"#

$，!#），# B !，"，⋯，! + （!）

为了研究和讨论方便，选取两个混沌映射（! B "）作
为研究对象，对其进行基本乘法规律的分析，则（!）
式可以改写为

"!
$A! B %（"!

$，!!），

""
$A! B %（""

$，!"），
（"）

这里取!! B!" B!为所有混沌系统的统一系统参

数，那么则完全相同结构相乘映射的基本形式为

"$A! B %（"!
$，!）· %（""

$，!）， （#）

如果两混沌映射为不相同结构，则相乘后的新混沌

系统可写为

"$A! B %（"!
$，!）·&（""

$，!）+ （(）

对于二维离散混沌系统的两个迭代变量方向上

分别有两种相乘形式，在 " 变量方向上的相乘形式
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!"!" # #（!"，$"，!）·%（!"，!），
$"!" # &（!"，$"，!）·%（!"，!

{ ）；
（$）

在 $ 变量方向上的相乘形式
!"!" # #（!"，$"，!）·%（$"，!），
$"!" # &（!"，$"，!）·%（$"，!）

{ %
（&）

以上只给出了两种一维混沌映射及其两种一维

和二维混沌映射的相乘形式 %由于混沌映射的相乘
形式很多，尤其是高维混沌映射和不同结构混沌映

射的相乘形式更为复杂 %
因为各种相乘混沌映射的分岔序列和简单混沌

映射的分岔序列有相似的规律，所以可以使用不动

点的确定方法和（’）式得出具体的分岔序列，
(［’"（!）·’"（!）］) ( # " % （’）

从（’）式可以看出相乘混沌映射的系统参数!的临
界值仍然有收敛趋势，并且最后收敛到一个极值

!* %下面具体讨论一维 +,-./0.1映射、三角迭代映射
和二维 234,4 映射相乘的混沌系统分岔序列、
567894,:指数谱和吸引子的基本特点［$］%

; %数值模拟结果

由于多个混沌映射所构成的相乘混沌系统种类

很多，要讨论多个混沌映射相乘的情况较为复杂 %为
了便于讨论和研究，如下只讨论两个简单映射相乘

的混沌行为和非线性动力学特性 %对于两个较为简
单的混沌映射而言，选取相同和不同结构的映射形

式相乘，可以得到许多非线性动力学特性 %并以每个
简单映射的特征为基础推算出许多新的非线性动力

学规律 %

! "#$ 相同结构混沌映射的相乘形式及分岔序列

考虑两个相同结构的一维 +,-./0.1 映射，由于
（;）式可得到的相乘映射表达方式为

!"!" #（" <!!=
"）

=， （>）
选取系统参数 ?@= A!A =的范围，对相乘映射（>）进
行数值模拟 %从图 "可以看出整个混沌系统的分岔
情况，它具有与简单映射相似的分岔序列，但是自分

岔点开始二周期轨道的分离速度要比简单映射更

快，而后又略有收拢 %这里还可由分岔和临界点的计
算方法，得到相应的相乘混沌系统的分岔序列及简

单系统与相乘系统分岔点的关系 %
根据不动点的确定方法和（’）式可以得出简单

映射的不动点条件和临界条件，其中!( 为简单映

射的系统参数

!" # " < )(!=
"， （B）

=!(!" # "， （"?）
同时还可得到相乘映射的不动点条件和临界条件，

其中!* 为相乘映射的系统参数

!" # " < =!*!=
" !!

=
*!C

"， （""）

< C!*!" ! C!
=
*!;

" # < "% （"=）
由（B）和（"?）式可以得到简单映射在分岔点的系统
值为 ?@&&’，同理可以推导出相乘映射在分岔点的
系统值为 ?@&C，两个映射分岔点的系统差值为"!
# ?@?=’ %将简单映射在分岔点系统值减去系统差值
代入（""）式便得到简单映射与相乘映射第一分岔点
的关系

!* #
C!

=
( <

C!
=
(

=!! (

" < ?%?$C!! (

（" < ?%?$C）= % （";）

用上述方法还可得到简单映射与相乘映射二倍

周期以上的分岔时的系统参数关系，表 "为简单序
列与相乘序列的系统参数值比较 %

表 " 简单映射与相乘映射分岔序列数值比较

!" != !; !C ⋯

简单序列 ?%’$ " %=$ " %;& " %;B= ⋯

相乘序列 ?%$ " %C" " %$$ " %$>& ⋯

图 " 映射（>）式分岔图

从图 " 可看到，在混沌区内同样存在着许多 ;+，
$+，’+，⋯等周期窗口，这与一维 +,-./0.1 映射的规
律基本相同 %由此可见，相乘映射的混沌带中同样存
在着无穷层次的自相似结构 %图 = 为映射（>）式的
567894,:指数 %

!$%$ 不同结构混沌映射的相乘形式及分岔序列

选择平方映射与三角映射相乘，从而得到不同
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图 ! 映射（"）式的 #$%&’()*指数谱

结构的一维相乘混沌映射

!"+, -!（, .!!!
"）/)0!， （,1）

其分岔序列与上述讨论的相同结构混沌映射相乘时

的情况基本相同 2图 3是相乘混沌系统（,1）所形成
的分岔图，图 1为 #$%&’()*指数谱 2从图中可看到不

图 3 映射（,1）分岔图

图 1 映射（,1）#$%&’()*指数谱

同结构的混沌映射相乘时其分岔序列与简单映射的

分岔序列极为相似 2在混沌区内仍然有混沌窗口出
现，其中包含有无穷层次的自相似结构，但是在混沌

吸引子扩散到一定程度时，映射又重新从不动点开

始到周期分岔最后到混沌状态 2

!"!" 一维映射与二维映射的相乘的混沌行为

我们再考虑一维 4)56076/映射与二维 89()(映射
的基本形式

!"+, -（, .!!!
"）， （,:）

!"+, - , . #!!
" + $"，

$"+, - %!"
{ 2

（,;）

根据（:）式可以得到如下的相乘混沌映射
!"+, -（, . #!!

" + $"）（, .!!!
"），

$"+, - %!"（, .!!!
"）

{ 2
（,<）

选取 4)56076/映射的系统参数!在［=>!，3>"］之
间，选取 89()(映射的系统参数 # - ,>1，% - =>3时，
经过 !====次迭代运算，去掉与初值有关的 1== 次
迭代，可得到图 :所示的相乘混沌映射（,<）的分岔
图 2在图 :中清晰地显示出相乘混沌映射（,<）的分
岔结构，它是由混沌开始收缩为二周期轨道，再进入

混沌区，而后又是二周期轨道 2最后经过分岔到混
沌 2相乘混沌映射（,<）也具有简单系统的分岔序列
和混沌行为，并在混沌区内呈现出混沌窗口 2图 ;为
映射（,<）的 !?$ 平面上二维吸引子 2

图 : 映射（,<）分岔图

由相乘形式（;）可以得到一维 4)56076/映射与二
维 89()(映射的另一种相乘形式

!"+, -（, . #!!
" + $"）（, .!$!

"），

$"+, - %!"（, .!$!
"

{ ），
（,"）

在实际计算中发现，当 89()(映射的系统参数 # -
,>1，% - =>3 时，选取 4)56076/ 映射的系统参数!在
［=>!，"］之间，相乘混沌系统（,"）具有一个不稳定结
点和一个焦点 2图 <是相乘混沌映射（,"）式的二维
吸引子 2由图 < 可以更清楚地看出，相乘混沌映射
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图 ! 映射（"#）吸引子

（"$）式的吸引子仍然具有吸引域，其吸引域的范围
在 ! % & ’()$—’()$和 " % & "(*+—"(*+之间 ( 并
呈现倍周期分叉现象 ,

图 # 映射（"$）吸引子

以上理论分析和计算机仿真的结果表明，相乘

映射（$），（"-），（"#）和（"$）式都具有不同的非线性
动力学行为和分岔序列 ,四种相乘混沌映射仍然是
一种有序状态，对于一维相乘映射来说，改变其相乘

映射的系统参数使系统的行为轨道分裂 ,继续改变
系统参数，轨道的分裂继续发生，最后将失去周期性

而进入混沌状态 ,由（+）式和（!）式还可以看出，在一

维映射与二维映射相乘时，能够得到很多相乘形式 ,
不同的相乘形式，非线性动力学行为也不同，各自都

具有不同层次的自相似结构 ,
在相乘混沌映射中，特别是在高维和多重的相

乘混沌映射中，由于两个或者多个混沌映射相乘时，

整个映射具有很多个系统参数 ,在研究过程中一般
将相乘映射的两个或多个系统参数合并为一个系统

参数进行研究分析，特殊条件下也可确定多个系统

参数进行讨论，但是情况较为复杂 ,

- ( 结 论

文章讨论了两个相同或不同结构的混沌映射相

乘形式，同时进行了详细地研究分析，剖析了其混沌

动力学行为，从理论推导和数值模拟运算上解释了

两个混沌映射相乘的系统其吸引子具有复杂的分形

结构，它们仍然具有对初值的敏感性和混沌行为，

而且两个简单映射相乘的新系统也是一个混沌系

统，两个以上的混沌映射相乘时情况依然如此 ,相乘
混沌映射的各种动力学行为是在简单映射的基础上

演变而来的，在相乘映射中除了含有它特殊的动力

学行为，还包含有简单映射的某些混沌性质，这说明

了相乘混沌映射与原简单映射有不同的动力学

特征 ,
混沌映射的相乘形式具有非常重要的理论意

义 ,它不仅具有十分重要的应用价值，而且能够解决
实际应用中两个或两个以上的相乘混沌映射所涉及

的很多问题 ,对于复杂的混沌系统如 #（"$
%，!），还

可通过因式分解的方法，将复杂的混沌系统分解成

一个含有系统参数的映射和一个平方映射相乘的形

式 &（"$&*
% ，!）· ’（"*%，!）进行分析，如果 &（"$&*

% ，

!）仍然复杂还可继续分解，从而简化了研究过程 ,
此方法不仅可应用于离散系统，在连续系统中仍然

可以使用 ,
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