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讨论简谐激励作用下含有界随机参数的双势阱 ()**+,-./0, 123 456系统的倍周期分岔现象 7首先用 892:;<92/多
项式逼近法将随机 ()**+,-./0, 123 456系统化成与其等价的确定性系统，然后通过等价确定性系统来探索该系统的
倍周期分岔现象 7数值模拟显示随机 ()**+,-./0, 123 456 系统与均值参数系统有着类似的倍周期分岔行为，同时指
出，随机参数系统的倍周期分岔有其自身独有的特点 7文中的主要数值结果表明 892:;<92/ 多项式逼近法是研究非
线性随机参数系统动力学问题的一种有效方法 7
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# H 引 言

在随机结构分析中，所用的数值方法主要有三

种：I5,J2.80365 数值模拟法［#］，随机摄动法［%］，正交
多项式逼近法 7众所周知，I5,J2.80365方法的计算量
比较大，而随机摄动法虽不需要大的计算量，但本质

上要求随机系统的变异参数是一个小量，故局限性

较大 7第三种方法则为随机系统的正交多项式逼近
法，由 KF0,5< 和 L90,2B［=］，M2,<2, 和 NC0,［’］相继提
出，后来又得到了 O+［&］的进一步发展 7这种方法不需
要假定小的随机扰动，因此更加实用 7 P0,- 等首次
利用 892:;<92/多项式［Q］、L2-2,:0)23多项式［"］逼近
法研究了含有界随机变量的线性随机参数系统的演

变随机响应问题，继而又进一步将这一方法应用到

随机 ()**+,- 系统的分岔与混沌的研究中 7 I0 等［R］

又应用这一方法讨论了随机 /0, 123 456系统的倍周
期分岔问题 7
诸多学者对 ()**+,-./0, 123 456系统的动力学行

为做了大量的分析研究［>—##］，研究结果显示该系统

有非常丰富的动力学行为，如对称破裂分岔、倍周期

分岔、S2+B03T分岔和混沌等等 7此外，关于随机激励

作用下动力学系统的研究在许多文献中也都有报

道［#%—#&］7然而这些研究都局限于确定性参数系统 7
本文讨论简谐激励作用下含有界随机参数的双

势阱 ()**+,-./0, 123 456系统的倍周期分岔现象 7首
先借助 892:;<92/ 多项式将随机参数系统约化成与
其等价的确定性系统，然后由等价确定性系统的响

应得原系统的逼近响应，最后，通过这些逼近响应与

原系统以及原系统的均值参数系统的数值仿真结果

的比较，来探索随机参数系统的倍周期分岔现象 7

% 7 892:;<92/多项式

正交多项式逼近法中多项式基的选取依赖于方

程中随机变量的概率密度函数，这里，选择服从拱形

分布的随机变量，其概率密度函数曲线如图 #所示 7
表达式为

!（!）U
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! # #，
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{ # 7
（#）

基于此类概率密度函数，可选择第二类

892:;<92/多项式为正交多项式基［#Q］7此类多项式的
一般表达式为
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物 理 学 报
?8Y? 4Z[KN8? KNSN8?

\567&&，S57%，P2:3)03;，%$$Q
"

$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$
%$$Q 89+,7 49;<7 K5G7



图 ! 随机变量!的拱形概率密度函数曲线图
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第二类 *+,-./+,0多项式的循环递推公式为

!!"（!）"
!
$（!"&!（!）1 !"1!（!））’ （(）

另外，其加权正交性可表示为
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虽然!在 & !到 1 !之间随机取值，但是其每一个样
本都是服从拱形分布的随机变量 ’因为加权函数正
好为拱形概率密度函数，即（!）式中的 &（!），所以
（3）式左边可以认为是 !$（!）!%（!）乘积的期望 ’本
文将随机变量!的可测函数 ’（!）展开成下列级数
形式

’（!）" !
4

$ " %
($!$（!），

其中 ($ ""
!

&!
&（!）’（!）!$（!）2!’当函数为多个互相

独立的随机变量的可测函数时，同样也有相似的展

开结果，这种展开称为随机函数 ’（!）的正交分解 ’

) ’含有界随机参数的 567789:;0<9 2,=
>?@系统的 *+,-./+,0多项式逼近

考虑双势阱 567789:;0<9 2,= >?@系统

)A &"（! & )$）)·&#) 1$)) " ’B?/%*， （C）
其中#，$是常数，"是一随机变量，""%" 1&!，!为
服从［ & !，!］上拱形分布的随机变量，%"是"的均
值，&#$是其根方差 ’本文取#"$" %D3，&" %D%! ’
显然系统（C）的响应是时间 * 和随机变量!的

函数，即

) " )（ *，!）， （E）
由随机函数的正交分解法，系统（C）的响应可以写成

)（ *，!）" !
4

" " %
)"（ *）!"（!），

其中，!"（!）为第 " 个 *+,-./+,0 多项式 ’实际计算

中，根据计算精度的要求，取有限项 + 近似，即

)（ *，!）&!
+

" " %
)"（ *）!"（!），

本文取 + " (，即
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将（F）式代入（C）式中，有
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由 *+,-./+,0多项式的循环递推公式，有
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而（G）式中的非线性项（!
(
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(
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)，可以利用 *+,-./+,0多项

式的循环递推关系及一些简单的代数运算将它们转

化为 !"（!）的线性组合的形式 ’对于 *+,-./+,0多项

式，有

!)
% " !%，
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根据（!!）式，并定义非线性项（!
(
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!

! " #
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$ 关于 $!（!）的

线性组合中 $!（!）的系数分别 %% !（ #）和 %!（ #），则
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将（%#），（%&），（%$），（%!）式代入（*）式中得

!
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" &,-.&#， （%/）
上式两边同时乘以 $’（!），’ " #，⋯，!，再关于!取
数学期望，由 01234.125多项式的正交性，就可以得
到一组关于 "!（ #）的，与随机 67889:;<5=: >2? @-A系统
在最小均方残差（B9:9B=A B2=: .C7=?2 ?2.9>7=A）意义
下等价的确定性非线性微分方程组

"+ #（ #）’"#（"·#（ #）’ %%#（ #））’"（"·%（ #）’ %%%（ #））)& ’$"#（ #）(%%#（ #）" &,-.&#，
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由于取 ( " !，故实际计算中，"·/（ #）及 "/（ #）按近似
假设取值为零 E
如果随机参数!" #，也就是#""#，所得的系统

称为均值参数系统，应用 F7:;2<G7HH=法可直接求得
均值参数系统的确定性响应 E由（I）式知，在最小均
方残差意义下，通过求解等价确定性系统可得原随

机系统的集合平均响应

)［"（ #，!）］" !
!

! " #
"!（ #）)［$!（!）］" "#（ #），

（%J）
另外，由 K-:H2<0=?A-随机模拟法可得原随机参数系
统（D）的响应，这里简称为随机响应 E
由此可见，现有三个不同的系统：均值参数系

统、等价确定性系统、与随机参数系统 E均值参数系
统是直接对系统参数进行平均而得 E等价确定性系
统是对响应关于随机参数进行加权平均而得 E而随
机参数系统则是原始系统 E本文将通过比较以上三

个系统在各种情形下响应的相轨图来观察其中发生

的倍周期分岔行为，并说明正交多项式逼近方法的

有效性 E同时，通过对随机参数系统倍周期分岔点的
数值模拟来揭示此种随机倍周期分岔的特性 E

! E倍周期分岔

本节中，记（L0<%）为
!（#）"［%，#，#，#，#］M，
"（#）"［%，#，#，#，#］M，
"# " % E#，*# " % E# E

令系统其他参数为"# " #E %，& " $E /，& 在
#N!$&/到 #N!&D/ 间取值 E数值模拟如图 & E当& "
#N!$&/时，数值模拟结果显示存在两个稳态的互相
对称的周期响应，其周期为 %+（ + " &!)&），其中对
应初始条件（L0<%）的响应相轨如图 &（=）E而当& "
#N!&D/时，周期 %+ 的响应被另外两个互相对称的

&%D 物 理 学 报 //卷



稳态周期响应所替代，其周期倍增为 !!，其中对应
初始条件为（"#$%）的响应相轨如图 !（&）’从图 ! 中
可见，三种响应几乎完全吻合，说明随着激励频率!

从 ()*+!,到 ()*!-,的减小，随机 ./00123$452 678 9:;
系统如同均值参数系统，发生了一个从周期 %! 响
应到周期 !! 响应的倍周期分岔行为 ’

图 ! 倍周期相轨图!" < (’%，" < +’, （5）!< ()*+!,周期 %!响应，（&）!< ()*!-,周期 !!响应

系统的其他参数取值为!" < %),，" < ,)(，当

! < !)(-*=时，数值模拟结果显示存在两个稳态的
互相对称的周期响应，其周期为 !!，其中对应初始
条件（"#$%）的响应相轨如图 +（5）’而当! < !)(,>+
时，周期 !! 的响应被另外两个互相对称的周期为

*!的稳态响应所替代，其中对应初始条件为（"#$%）
的响应相轨如图 +（&）’图 + 中，三种响应的一致性
说明：随着激励频率!从 !)(-*=到 !)(,>+的减小，
随机 ./00123$452 678 9:;系统也存在一个周期 !! 响
应到周期 *! 响应的倍周期分岔过程 ’

图 + 倍周期相轨图!" < %),，" < ,)( （5）!< !)(-*=周期 !!响应，（ #）! < !)(,>+周期 *!响应

图 * 倍周期相轨图!" < %),，" < ,)( （5）!< +),!=周期 *!响应，（ #）!< +),%*周期 =!响应

+%-!期 孙晓娟等：含有界随机参数的双势阱 ./00123$452 678 9:;系统的倍周期分岔



仍取!! ! "#$，! ! $#%，而让简谐激励频率"从
&#$’(减小到 &#$")，数值模拟如图 ) *数值模拟结果
显示随机 +,--./0123/ 456 789系统存在一个周期 )"
响应到周期 (" 响应的更为复杂的倍周期分岔过
程 *图 )（3，:）分别为此倍周期分岔之前和分岔之后
的相轨图 *

$ *随机倍周期分岔的特性

当系统（;）的其他参数取值为!! ! %#"，! ! &#$，
简谐激励参数"从 %#)&’$ 减小到 %#)’;$ 时，随机
参数系统存在一个从周期 "" 响应到周期 ’" 响应
的倍周期分岔过程 *记等价确定性系统（";）的庞加
莱映射为

!#<" ! "（!#），!# " $"%，（# ! %，"，’，⋯，%）*（"(）
庞加莱映射（"(）在不动点 !# 处的 =3>8:. 矩阵
#"（!#）的某一特征值记为#4，其实部和虚部分别

记为 ?5（#4），@A（#4）*图 $（3，:）为 ?5（#4）和 @A
（#4）随分岔参数"减小而变化的数值模拟图 *从图

$易见，在">" ! %#)&"’ 附近，有 ?5（#4）! B "，@A
（#4）! %，这意味着随机参数系统在"&"处发生了周

期 "" 响应到周期 ’" 响应的倍周期分岔［"C］*
对均值参数系统而言，类似于等价确定性系统，

通过数值模拟可得其 ""$’" 倍周期分岔点"&’ !
%#)&"%，数值模拟结果如图 ;（3，:）所示，其中#D4 为
均值参数系统庞加莱映射在不动点 ’D#处的 =3>8:.
矩阵的某一特征值，?5（#D4）和 @A（#D4）分别为#D4 的
实部和虚部 *

图 $ ""$’"倍周期分岔时，特征值#4 随"变化的数值模拟图 （3）?5（#4），（:）@A（#4）

图 ; ""$’"倍周期分岔时，特征值#D4 随"变化的数值模拟图 （3）?5（#D4），（:）@A（#D4）

由图 $及图 ;知，当 ! ! &*$，!! ! %#"时，随着"
的减小，在相同的初始条件下，随机参数系统的倍周

期分岔与均值参数系统的倍周期分岔发生的时刻不

同 *事实上，随机分岔不同于确定性分岔，它有一个
产生、发展和成熟的孕育过程 *我们对系统（;）中的

随机变量!随机地取 )% 个值，从而得原随机参数
系统的 )%个样本系统，通过数值模拟求得每一个样
本系统 ""$’" 的倍周期分岔点">，数值模拟结果

如图 C所示 *由图 C知，并不是每一个样本系统都在
相同的临界点发生分岔，不论多小的区间，在这个区

)"; 物 理 学 报 $$卷



间内，有些样本系统已经发生分岔，而有些样本系统

还没有发生分岔，因此随机参数系统的倍周期分岔

点会发生转迁 !在本文的例子中，随机参数系统从

!"# $ %&’(#)开始产生 #!!)! 倍周期分岔，到!"(

$ %&’)*%时这一倍周期分岔成熟了，这样便形成一
个分岔过渡区间［%&’)*%，%&’(#)］，渡过这个参数小
区间后，几乎所有的样本系统均已发生此倍周期分

岔行为，此时可以说随机参数系数的倍周期分岔完

全成熟 !从统计的角度讲，!"# $ %&’(#)时，随机参数
系统以较小的概率产生这一倍周期分岔，之后随着

分岔参数!的减小直到!"( $ % &’)*%，随机参数系统

图 + 样本系统倍周期分岔点!" 的数值模拟

将以较大概率发生此分岔行为 !当随机参数系统以
较大概率发生分岔行为时认为此分岔行为成熟了 !
由上分析可知，随机参数系统的倍周期分岔与确定

性系统的倍周期分岔有着本质性的区别 !

, & 结 论

通过集合平均响应与随机响应的比较，可知等

价确定性系统可以很好的反应随机参数系统的动力

学行为 !因此，实际计算中，应用正交多项式逼近法
将随机非线性系统约化成在最小均方残差意义下等

价的确定性非线性系统，再应用确定性系统中的数

值方法于等价的确定性系统中以研究随机系统的动

力学行为的这种做法是可行的 !文中主要的数值结
果显示随机参数系统保持了简谐激励参数!为分
岔参数时均值参数系统的一些倍周期分岔行为 !同
时也揭示出，随机参数系统的倍周期分岔行为所独

有的一个特点，即随机参数系统的倍周期分岔存在

一个产生、发展和成熟的过渡区间，这是确定性系统

所没有的 !综上所述，正交多项式逼近法是探索随机
参数非线性系统动力学行为的一种新的有效方法，

我们可以借助此方法去研究随机非线性系统的其他

动力学现象 !
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