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给出了等价电子的正则杨盘的投影函数为 ’()*+,函数，给出了杨盘的置换算符对 ’()*+,函数的运算规则 -由杨
盘基的归一化将杨盘的杨算符区分为消去算符和有效置换算符，进而给出了正交归一化杨盘基的置换算符构造规

则 -这些极大的简化了杨盘置换算符的个数，给出了确定等价电子杨盘基的新杨盘方法 -
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& 0 引 言

用 ! 群的不可约表示基 12345盘表示 "# 组态
波函数的计算方法，是由 6),*+,［&］提出，7,)8+［%］进一
步提出了完善办法，之后文献［.］中给出了一个确定
杨盘基的 ’()*+,函数展开式的图 /盘公式方法 -正如
文献［.］所指出，计算原子的 "# 组态波函数的传统
杨盘方法是基于置换群的使用方法 -这个方法的主
要问题在于计算中会出现牵涉到许多算子的极其复

杂的代数，包括计算 4！项之和 -这对高阶群是十分
困难的，即传统置换群方法不足以解决 9值较大的
电子系统的杨盘基问题 -
本文对传统杨盘方法进行改进，规定杨盘的杨

算符仅对 ’()*+,函数中的空间量子态有置换作用 -
在此规定下，给出了杨盘的杨算符的约化理论和约

化方法，使得本文给出的置换算子的个数比较传统

置换群给出的有了很大的简化，给出了确定正交归

一化电子杨盘基的新杨盘方法 -

%-（"$: "%;）组态的电子杨盘及其投影函数

本文以轨道盘为基础讨论问题，任一左列为 $
个格子，右列为 % 个格子的杨图记为［!］<
［%%&$ ; %］-针对单个 " 壳中的等价电子情况，设 #
个电子的轨道状态%" 互不相同，则单个电子的轨道

状态 "，%"〉可记为 "，"〉< &〉， "，" ; &〉< %〉，
⋯， "，; "〉< % " : &〉-则 # 个电子的轨道状态由
# 个整数 & 给出，并记作｛&｝，将 # 个整数｛&｝按正则

填充法填布到杨图［!］中去，可得到 ’［!］个正则杨
盘，其中 ’［!］为杨盘的维数 -我们称这样的描述电子
体系状态的杨盘为电子杨盘 -
我们将这 ’［!］个电子杨盘按正则杨盘从小到大

的顺序编号，分别记为 (［!］& ，&! &! ’［!］-任一 (［!］&

如下图所示 -我们规定在写出 (［!］& 的投影函数时，
位居左列的数字对应“ :”号（自旋向上），位居右列
的数字对应“ ;”号（自旋向下），则由上至下逐行写
出的这 # 个单电子态的集合就是该 (［!］& 的投影函
数，并记为"［!］& -显然，(［!］& 盘的投影函数为

"［!］& < &
:
%
;
.
:
!
;
⋯（%% ; &）:（%%）;（%% : &）: ⋯#

:
〉-
（&）

例 $ 当［!］< %%&%」时，’［!］< =，即
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电子组态（ !!" !#$）（其中 " % &）所对应的 ’()*+,状态
项的个数 # % -.，分别为
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其中｛$
"
%
$
｝表示 (［"］- 中前 & 行（包括第 & 行）#& 个

单电子态的集合，$ " % $表示其中任一 ) 行 #个单电
子态集合，｛’ "｝表示 (［"］- 中左列 & 行以后（* $ &）
个单电子态的集合 4则

#［"］- % ｛$ " % $｝〉｛’ "｝〉， （/）

显然，#［"］$ 与 # 个 ’()*+,状态函数中的某 一个相对
应，最多差一因子（ $ -）4例如，
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我们称 ’()*+,函数项中诸电子态的排列顺序按数字
由小到大的排列为正序态 4本文要求置换运算的最
终结果为正序态，求正序态的过程记为正序态化 4正
序态化是电子态的交换 4电子态的交换满足反对称

性，即 %
"
$
$
% $ $

$
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4本文要找到 (［"］$ 所对应的 ’()*+,

函数展开式

(［"］$ % +［"］$ #［"］$ % ,! ,%!%， （!）

并把上式简记为 (［"］$ 的 - 式 4其中 +［"］$ 是杨盘 (［"］$
的杨算符，!% 属于 (［"］给出的 # 个 ’()*+,函数，,% 为

其常系数，, 为归一化系数 4

/ 4电子杨盘 (［"］- 的横置换算子 -［"］- 和

纵置换算子 .［"］-

由置换群理论知［!］，杨盘 (［"］- 的 +［"］- %
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- 4其中横置换算子
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-) 为 (［"］- 中第 ) 行的横置换算符，且 -) %（ 0 "
（ $%）），.［"］- ，.

［"］
-/ 分别为 (［"］- 的左列，右列数字给出

的纵置换算子

.［"］- %｛-，/，⋯，（#& $ -），（#& " -）⋯，"｝5，

.［"］-/ %｛#，!，⋯，（#&）｝5 4 （&）
若规定对换算符（ $%）仅使被作用电子态中的数字发
生对换，则有
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上式展开后可得 #& 个不同的 ’()*+,函数项 4我们称
-［"］$ #［"］$ 为 (［"］$ 的 ’()*+,基核 4
任一置换算符都可表示为若干个对换算符之积 4

例如（ $%1）%（ $1）（ $%），且对换算符间的运算次序为
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显然，电子态中的数字置换和电子态的置换是

两种完全不同的运算 4

! 4归一化 (［"］- 的纵置换算子 .［"］- ，.
［"］
-/

的约化、消去算符

注意到 (［"］- 左列前（含）& 行数字给出的纵置
换算子 .-& %｛-，/，⋯，（#& $ -）｝5与 .［"］-/ 同构，且

.［"］-/ -［"］- #［"］- % .-& -
［"］
- #［"］- 4 又 .-& # .［"］- ，.-& 的

阶数等于&！，则由群的重排定理知，.［"］- .-& %
&！.［"］- 4于是
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例 !
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因任一对换算符 ’（ &’）! #［"］" 作用于!［"］" 的

性质等同于电子态的交换，再经正序态化后有

’（ &’）!"" #!［"］" ，即等同于恒等算符 " *则可以证
明，#［"］" 中任一算符作用于!［"］" 都等同于恒等算

符 " *这可称为 #［"］" 的作用性质 *令 #"(表示 )［"］"

盘｛( $｝中（ * ’ $）个数字给出的纵置换算子，#"(

#｛（!$ $ "），⋯，+｝+，则 #"(的阶数等于（ * ’ $）！*
#"(具有如下特性："）因 #"(与 !［"］" 无公共数字，则

#"(与 !［"］" 对易 *!）因 #"(!#［"］" ，由 #［"］" 的作用性质知

#"( ｛( $｝〉#（* ’ $）！ ｛( $｝〉*于是由（,）式知

#"(!
［"］
" !［"］" # !［"］" #"(!［"］"

#（* ’ $）！!［"］" !［"］" * （"-）
对任一 )［"］" ，其 #［"］" 中纵置换算符的个数为 *！*由
置换群理论知，#［"］" 中的纵置换算符构成 *！阶置
换群，置换 #"(则是 #［"］" 的一个（ * ’ $）！阶子群 *
于是可将 #［"］" 分解为子群 #"(和若干个左陪集

,-#"( #（,-"，,-.!，⋯）之和 *其中

,- ! #［"］" ，,- " #"(，.#! #"(，

# # !，%，⋯，（* ’ $）！*
则有

#［"］" # #"( $｛,-#"(｝
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则由（&），（"!）式和（.）式可得
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注意到!［"］" 是归一化的 /01234 函数，则归一化的

)［"］" #（" $｛,-｝）!
［"］
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# #［"］"’ !
［"］
" !［"］" ， （"&）

其中 #［"］"’ # " $｛,-｝为 #［"］" 中的有效算符的集合 *
因为 #［"］" # #［"］"’ #"(，则 #［"］"’ 中算符的个数 * ’ #

*！
（* ’ $）！*且｛,-｝中 !# -# /，,-$ ,-.#，而 ,-.# 的

轮换结构内至少包含一个 #"(中的对换算符 *定义

,-.#，.#这类算符为消去算符 *则由置换算符理论

知，,- 的任一轮换结构内不能含有两个或两个以上

的｛( $｝中的数字，即 ,- 的任一轮换结构内最多含

有一个｛( $｝中的数字，由此特征，则可从 #［"］" 的 *！
个纵置换算符中挑选出 #［"］"’ 的算符 *
我们称 #［"］"’ 的对换算符为 )［"］" 的 0 算符 *显

然，#［"］"’ 中的算符都可以表示为其 0 算符的乘积形
式 *设 0 算符的乘积形式为（#$）（%&），且#5$，% 5
&，若满足#5%时$$&或##%时$5&，我们就称
该乘积形式为 !元 0 算符的正序态乘积，简称 !元
正序积 *若 1（!# 1#$）个对换算符相乘，其中任 !
个相邻的 0 算符的乘积都是正序态乘积，则称该算
符为 1 元正序积 *由于 #［"］"’ 中算符的轮换节长度最

长为$ $ "，则 #［"］"’ 中的算符最多可分解为$ 元正序
积 *为了构造正交杨盘基纵置换算符的需要，要求将
#［"］"’ 中轮换节长度大于或等于 %的算符都分解为其

0 算符的正序积 *
注意到诸 )［"］- （"# -# (［"］）具有相同的置换对

称性，则可以将适用于 )［"］" 的所有规律推广到适用

于诸 )［"］- *即有

#［"］- # #-( $｛,1#-(｝#（" $｛,1｝）#-(，

（"# - # (［"］）， （"(）
其中 ,1 为 #［"］- 的左陪集 *

)［"］- #（" $｛,1｝）!
［"］
- !［"］-

# #［"］-’ !［"］- !［"］- # 2% 23’3，

（"# - # (［"］）， （")）

#［"］-’ # " $｛,1｝* （"6）

且 #［"］"’ 中算符的个数 ’ # *！
（* ’ $）！*注意到个数 ’

等于从 * 个数字中每次取出 $ 个并放入前 $ 个格
子中的排列组合数
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" 个数字在前 " 个格子中的一种排列称为一
种置数方式 %相对 $［!］% ，每一种置数方式对应一定的
对换算符的乘积 %因此，我们能够由这 !"

# 种置数方

式确定 !［!］%& 中 & 个算符 %并称这种方法为确定 !［!］%&
的置数法 %对 $［!］# ，注意到上式中的 #，（ # " #），⋯，
（# " " $ #）分别对应 # 个算符，"（# %），%! !［!］# ，

（# " #）个算符 "（’ ’），’"’，’!!［!］# ，⋯，（# " " $ #）
个算符 "（（(" " #）(），("（(" " #），(! !［!］# ，显

然它们都是有效纵置换算符 % 当 (" " # ! ( 时，
"（（(" " #）(）就是恒等算符 ) %当 (" " ## ( 时，
"（（(" " #）(）就是一个 * 算符 %

" 个 * 算符的乘积，表示前 " 个格子中的数字
都发生了置换 %于是，我们可以给出确定 !［!］#& 的置数

方法：

#）首先给出从 $［!］# 左列 # 个数字中每次取出

" 个的所有组合方式 %
(）对每一种组合方式的 " 个数字，给出将其

填入前 " 行格子的所有排列方式（此时的杨盘已不
是正则杨盘）%

’）对每一种排列方式，与 $［!］# 相比较，给出其

相应的置换算符，这些置换算符都是 * 算符的正序
态乘积 %则所有排列方式相应的置换算符的集合就
是 !［!］#& %

例 ! 对电子杨盘 $［(
(#(］

# ，其中 " ! (，# ! )，

!［(
(#(］

# !｛#，’，*，+｝,且 *，+!｛+ $｝，!#+ ! ) "（*+）%
则其 * 算符的集合｛*｝! "（#’），"（#*），"（#+），
"（’*），"（’+）%其左列前 (行不同的置数方式数 ,
! ) - ’ ! #(%每一种置数方式对应的对换算符的乘
积分别为

#
’$)，#*$ "（’*），#+$ "（’+），

’
#$ "（#’），’*$（#’）（’*），

’
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*
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*
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+
#$（#’）（#+），

+
’$ "（#+），

+
*$（#+）（’*）%

即

!［(
(#(］

#& ! ) "（#’）"（#*）"（#+）"（’*）"（’+）

$（#’）（#*）$（#’）（#+）$（#’）（’*）
$（#’）（’+）$（#*）（’+）$（#+）（’*）%

（#.）
以上给出的确定 !［!］#& 的置换方法同样适用于确定

!［!］%& %
我们知道由杨图［!］给出的 +［!］个电子杨盘之

间彼此满足一定的置换变换关系 %由例 #知，在由小
到大的排列顺序编号的杨盘中，总可在不同编号的

杨盘中找到一个置换变换 -’%，使得

$［!］’ ! -’%$
［!］
% ，% / ’，-’% !（"#）’%，（(0）

"，#分别是分布在 $［!］% 左右列中的 (个数字，且"
1#%由（#+），（(0）式可得

$［!］’ ! -’%（!
［!］
%& .［!］% $［!］% ）! !［!］’& !［!］’ $［!］’ %（(#）

显然，在 !［!］#& ，$
［!］
# 已知时，可由（(#），（(0）式依次给

出诸 !［!］%& ，$
［!］
% %

在按（#2）式计算 !［!］%& .［!］% $［!］% 时，对于 .［!］% $［!］%
给出的每一项结果，总是从左至右依次计算 !［!］%& 中
各置换算符对该项结果的置换作用 %这样前面的计
算结果是后面计算的基础 %每做一个对换运算及正
序态化，就完成了一个纵置换算符的计算程序 %例

如，把例 (中的 $［(
(#(］

# 的 345678基核 .［(
(#(］

# $
［((#(］
# 和

（#.）式代入（#2）式可得

$［(
(#(］

# ! #
%()0

(%# " ’%( " ’%’ " ’%) " ’%* " ’%+ $ (%2 $ #(%&

$ (%. $ (%#0 " ’%## " ’%#( " ’%#’ $ (%#) $ (%( )
#*

% （((）

同理可得

$［(
(#(］

. ! !［(
(#(］

.& .［(
(#(］

. $
［((#(］
.

! #
%()0
（" #(%# $ ’%( " (%’ " (%) " (%*

$ ’%+ $ ’%2 " (%& " (%. $ ’%#0

$ ’%## " (%#( $ ’%#’ $ ’%#) $ ’%#*）% （(’）

上两式即（#+）式的两个特例 %按照上述方法或

将（((）式中的 $［(
(#(］

# 代入（(0）式，可以分别给出

$［(
(#(］

% ，#& %&. 的 . 式 %由这样的 . 式表示的诸
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!［!
!"!］

" 为斜交的归一化电子杨盘 #

$ #正交归一化电子杨盘的纵置换算符
的构造规则

由（!%）式知，置换 #$"（ $ & "，"!"）将 !［!］" 中的
数字"，#对换则得 !［!］$ #因此总存在一对数$，#，它
们在 !［!］" 中位于同一行，而在 !［!］$ 中位于同一列 #
则在 !［!］" 的行置换 %［!］" 中，数$，#给出一个行置换
因子（& ’（$#）），在 !［!］$ 的纵向置换 ’［!］$( 中，数$，#
给出一个纵置换因子（& (（$#）），显然有
（& (（$#））（& ’（$#））) &! (（$#）

!

) % # （!*）
注意到纵置换因子（& (（$#））由恒等算符 &

和 !［!］$ 的 ) 算符组成，显然由 !［!］$ 可给出确定个数
的纵置换因子 #由 !［!］$ 的若干个纵置换因子的乘积
顺序若能给出相应 ) 算符的正序态乘积，则称此乘
积形式为纵置换因子的正序态乘积，并简称为纵因

子积 #
由若干个置换 #*$（* & $，$!"）相连系的杨盘组

成一个杨盘置换链 #置换链的首盘总是 !［!］" ，而尾盘

总是 +［!］,［!］ # ,［!］个 !［!］" 盘可以给出几个杨盘置换

链，" 值取定的 !［!］" 在不同置换链中的排序位置则
完全相同，设 !［!］* 在置换链中的排序位置为第 $ 号，
由（!%）式知，则该 !［!］* 由 !［!］" 必定历经 $ ( "次置换
变换得到，每一次置换变换 #,-，," *，-!"给出一
个对应 !［!］, 的纵置换因子（& (（$#）），则这 $ ( "次
置换变换给出 $ ( "个不同的纵置换因子 #
将满足正交归一化的电子杨盘 !［!］" 记为 !［!］". ，

其纵置换算符记为 ’［!］". #若规定 !［!］". 的 +,-./0基核保
持不变，即 %［!］". ) %［!］" ，%［!］". )%［!］" 仍由（$），（"）式
定义，那么，这 ,［!］个 !［!］". 将相互正交 #则有

!［!］". ) ’［!］". %［!］" %［!］" # （!$）
则由（!%）式可得诸 !［!］". 满足

!［!］$. ) #$"!
［!］
". ，" 1 $，#$" )（"#）$" # （!2）

确定 ’［!］". 的纵置换因子的规则是取 !［!］". 为比较

基准，且令 ’［!］". ) & #
"）若 !［!］" ) #"" !

［!］
" ，#"" )（"#）""，在 !［!］" 中与#

同行的数字为$，则在 !［!］" 中数字$，#必在同一
列，于是由 #""给出的纵置换因子为（& (（$#））#即

!［!］". )（"#）"" ’
［!］
". %
［!］
".%［!］".

)（"#）"" &（"#）"" %
［!］
".（"#）""%

［!］
".

)（& (（$#））%
［!］
".%［!］". ，

显然有

’［!］". )（& (（$#））#
!）若 !［!］$ ) #$"!

［!］
" ，#$" )（&’）$"，!

［!］
" ) #"" !

［!］
" ，

且在 !［!］" 中与’同行的数字为(，又(&$，则 #$"给

出的纵置换因子为（& (（(’）），同上理有
’［!］$. ) #$"’

［!］
". )（&’）$"（& (（$#））

)（& (（$#））（& (（(’））#
3）若 !［!］* ) #*$!

［!］
$ ，#*$ )（’"）*$，!

［!］
$ ) #$"!

［!］
" ，

且在 !［!］$ 中与"同行的数字为$，则有
’［!］*. ) #*$’

［!］
$. )（’"）*$（& (（$#））（& (（(’））

)（& (（$#））（& (（$"））（& (（("））#
上式中显示出了置换 #*$的全部运算性质 #性质 "将

’［!］$. 置换算符中的数字’置换为"，将数字"置换
为’#性质 !在 ’［!］$. 的纵置换因子中的适当位置处
插入一个纵置换因子（& (（$"）），确保 ’［!］$. 是其纵
因子积 #

*）!［!］,［!］.的 ’［!］,［!］. ) ’［!］,［!］( #

由上述 * 条规则可确定任一 ’［!］". 的纵置换因
子 #由 ’［!］". 的纵置换因子可确定 ’［!］". 中算符的个数，
确定方法为："）将诸纵置换因子展开为由对换算符
的乘积表示的置换算符，!）展开结果中那些不属于
’［!］"( 的置换算符都是消去算符；若有 ! 个以上的置
换算符与 ’［!］"( 中的某个算符等同，则仅保留与 ’［!］"(
中的那个算符形式相同的算符 #
显然，由杨盘置换链确定 ’［!］". 的纵置换因子的

上述 *条规则，规定了从 ’［!］"( 的纵因子积中挑拣出

’［!］". 的纵因子积的具体方法 # ’［!］"( 的纵因子积就是由
该 !［!］" 的所有 ) 算符给出的纵因子积 #

例 ! 4个 !［!
!"!］

" 中存在 3个杨盘置换链 #链 "：

" 值依次为 "，!，3，2，5，4 #链 !：" 值依次为 "，*，$，2，
5，4 #链 3：" 值依次为 "，*，$，6，5，4 #
由 ’［!］". 的构造规则知

’［!
!"!］

". ) &，’［!
!"!］

!. ) #!" ’
［!!"!］
". ) & (（3*），

#!" )（$*）!" ) & (（3*），

’［!
!"!］

3. ) #3! ’
［!!"!］
!. )（& (（3*））（& (（3$））

) & (（3*）(（3$），
#3! )（2$）3! )（& (（3$）），

’［!
!"!］

*. ) & (（"!），

’［!
!"!］

$. )（& (（"!））（& (（!*））
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! ! "（#$）"（$%）&（#$）（$%），

"［$
$#$］

’# !（! "（#$））（! "（$%））（! "（$(））

! ! "（#$）"（$%）"（$(）&（#$）（$%）
&（#$）（$(），

"［$
$#$］

)# ! $)( "
［$$#$］
(# !（%*）)(（! "（#$））（! "（$%））

!（! "（#$））（! "（#*））（! "（$*））
! ! "（#$）"（#*）"（$*）&（#$）（#*）
&（#$）（$*），

其中（%*）)(把（$%）置换为（$*），并给出一个因子（!
"（#*））+

"［$
$#$］

,# !（! "（#$））（! "（#*））（! "（$*））（! "（$(））

! ! "（#$）"（#*）"（$*）"（$(）&（#$）（#*）
&（#$）（$*）&（#$）（$(）&（#*）（$(），

"［$
$#$］

-# ! $-, "
［$$#$］
,# ! "［$

$#$］
-% ，"

［$$#$］
-% 也可由确定 "［!］&% 的

（#)）式或置数方法求得 +

由（$(）式计算 ’［$
$#$］

&# 的 ( 式如下：

’［$
$#$］

## ! #
$（""% &", &"- ""#$），

’［$
$#$］

$# ! #
!#$
（"% &", ""- " $"## ""#$ & $"#%），

’［$
$#$］

*# ! #
!$%
（""% "", &"- ""## &"#$

&"#% & *"#* " *"#(），

’［$
$#$］

%# ! #
!#$
（" $"* &"% " $"( &", &"- &"#$），

’［$
$#$］

(# ! #
!*’
（" $"* ""% & $"( & %") &",

""- " $"## &"#$ " $"#%），

’［$
$#$］

’# ! #
!)$
（$"* &"% " $"( & $") "", &"-

" ’"#. ""## ""#$ & *"#*

""#% & *"#(），

’［$
$#$］

)# ! #
!#,
（" *"$ &"* ""% ""( &")

&", ""- &"## &"#$ &"#%），

’［$
$#$］

,# ! #
!#%%
（" *"$ " $"* & $"% & $"( & -"’

&") " $", & $"- " *"#. &"##

" $"#$ " *"#* &"#% " *"#(），

’［$
$#$］

-# 与（$*）式中 ’［$
$#$］

- 等同 +显然有

〈’［$
$#$］

&# ’［$
$#$］

)# 〉!#&)，（ &，) ! #⋯-）+

’ / 结 论

本文给出的确定等价电子杨盘基的新杨盘方法

可以解决 * 值较大的电子系统的杨盘基问题，文献
［(］已指出等价电子杨盘基与其波函数之间的变换
性质为幺正变换，显然，由此电子杨盘方法能够方便

地给出诸如文献［’—##］中处理原子问题时所需要
的满足泡利原理的多电子体系的波函数 +
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