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将微分方程部分地表示为 )*+,-./0系统的方程并写成逆变代数形式 1用动力学代数建立方程的 2/,33/0积分理
论，并举例说明结果的应用 1
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% B 引 言

力学是微分方程的起源之一，力学促进了微分

方程的发展 1在分析力学的发展过程中，为求解动力
学方程形成了一整套独特的积分方法 1有传统的方
法，如 )*+,-./0 方程的正则变换、2/,33/0 方法、
)*+,-./07C*</A, 方法等；有近代的方法，如场方
法［%，"］、对称性方法［4—%$］等 1这些分析力学的积分方
法，在某种程度上可用来求解一般的微分方程 1问题
的关键在于首先要将微分方程力学化，即将微分方

程表示为力学系统的方程，而后用分析力学的方法

求积分 1将微分方程在一定条件下化成 D*:;*0:?方
程或 )*+,-./0 方程，已经有了一些重要结果［%%］1但
是，能够 D*:;*0:?化或 )*+,-./0化的方程毕竟很少 1
不过，大多数方程都可以部分 D*:;*0:? 化或部分
)*+,-./0化 1能够部分 )*+,-./0化的方程，借助动力
学代数，可以建立 2/,33/0 方法而得到方程的积
分［%"—%’］1 文献［%’］研究了微分方程的部分 )*+,-./0
化，并用 E/?.9?;理论研究了方程的积分 1本文继续
研究常微分方程的部分 )*+,-./0化问题，即将微分
方程表示为带非保守力的 )*+,-./0系统；其次，将其
表示为逆变代数形式；最后，建立其 2/,33/0 积分
理论 1

" B 微分方程的部分 )*+,-./0化

研究 "! 个一阶微分方程
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其中 & 为 )*+,-./0函数
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如果函数 %! 不满足（#）式，可令
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则方程（%）可表为
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其中 )*+,-./0函数为

第 #’卷 第 ’期 "$$5年 ’月
%$$$74"($L"$$5L#’（$’）L4$#$7$&

物 理 学 报
MNOM 2)PQRNM QRERNM

S/-1#’，E/1’，CT0?，"$$5
"

$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$$
"$$5 N9,01 29@31 Q/<1



! ! !
"

# ! "
$#"

"

#
%#（ &，’，!$）$!， （"#）
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方程（"）表示为力学系统的方程（(）之后，分析力学
的方法就可用来求方程的积分 ’文献［"%］用 )*+,-+.
理论研究了方程（(）的积分 ’下面通过动力学代数建
立方程（(）的 /*011*2积分理论 ’

3 4 方程的逆变代数形式

现将方程（(）表示为逆变代数形式，令
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则方程（(）表示为逆变代数形式［""］
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则方程（"7）具有 ;0+容许代数结构［"6］’

7 4 /*011*2积分理论

对方程（"7），经典 /*011*2 理论可做如下推广 ’
有

命题 ! .（*#，&）! <*21, ’是方程（"7）第一积分的充
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命题 "得证，（"=）式称为广义 /*011*2条件 ’
命题 " >?@0A,*2函数 ! 是方程（"7）第一积分的充
分必要条件为
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命题 6得证 ’
命题 # 如果 . 是方程（"7）包含时间 & 的第一积分，
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命题 $ 如果 . 是方程（"7）包含 *& 的第一积分，而
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命题四的证明类似于命题三 ’

9 4 算 例

为说明上述结果，研究著名 >*C@?2DE..F,0?方程
/G & 0·! #，0G & 0 ! #， （"(）

文献［""］指出，它不能 >?@0A,*2化 ’
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此时广义 )*+,,*-条件（!.）给出
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可由（$&）式解出如下初积分：
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由命题 &，利用积分 &! 可生成积分
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由积分（$’）—（$.）可求得方程（!4）的通解为
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26 结 论

对上述例子用微分方程理论不难求解 3本文的
基本思想是用力学方法解数学问题，将微分方程部

分地化为 789+:;*- 系统的方程并用分析力学的
)*+,,*-积分方法，来求方程的积分 3本文的方法对
一大类微分方程都适用，这种方法不仅赋予了方程

的力学意义，而且可求积分 3如能找到部分积分，则
可降阶方程；如能找到全部积分，就找到了方程

的解 3
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